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Kurzfassung zur Dissertation

Methodische Evaluierung von wahrscheinlichkeitstheoretischen

Inferenzverfahren fiir dynamische Systeme

Die wahrscheinlichkeitstheoretische Inferenz (WI) beschreibt das Problem, Informationen iiber die internen
Variablen eines Systems, i.d.R. Zustinde und/oder Parameter, aus unvollstindigen und verrauschten Mess-
daten zu gewinnen. Anwendungsbeispiele von WI sind u.a. Filter fiir nichtlineare Regelungskonzepte, mo-
dellbasierte Fehlerdiagnose, Tragheitsnavigation u.v.m.. Wahlt man einen statistischen, rekursiven Ansatz
zur Losung des WI-Problems, so ist diese durch die Rekursive BAYES'sche Schitztheorie gegeben, welche
fiir die meisten praxisrelevanten Anwendungen nicht exakt |6sbar ist. Das Spektrum an Niherungsldsungen
(z.B. Extended Kalman Filter, Unscented Kalman Filter, Partikel-Filter) ist in den letzten Jahren sehr
umfangreich und uniibersichtlich geworden. Die hohe Anzahl an Algorithmen und der Mangel an einer pra-
xisorientierten Bewertungsmethodologie erschweren die Auswahl eines geeigneten Filters und inspirierten

dieses Projekt.

Der wesentliche Grund fiir eine bisher vergleichsweise geringe Anwendungsbreite moderner Filterverfahren
ist der Mangel an aussagekraftigen, praxisrelevanten und glaubwiirdigen Informationen iiber die Méglichkei-
ten und Eigenheiten der Verfahren sowie einer benutzerfreundlichen Testumgebung zur Generierung quanti-
fizierbarer Bewertungskriterien. In vorliegender Dissertation wird ein Zugang vorgestellt, der dazu beitragen
soll, den Entscheidungsprozess zu objektivieren. Der vorgeschlagene Ansatz sieht vor, praxisrelevante Merk-
male gehobener Filterverfahren zu erheben, wobei sowohl quantitative als auch qualitative Merkmale bewer-
tet werden. Basierend auf einer Literaturrecherche, intensiven Befragungen von Automatisierungstechnikern
und den wahrend dieser Arbeit gesammelten Erfahrungen, wurde ein Kriterienkatalog zur Bewertung re-
kursiver Filter erarbeitet. Dazu war es notwendig das breite Spektrum an anspruchsvollen WI-Verfahren
zu studieren, die Verfahren zu vereinheitlichen und fiir komplexe Zustands- und Parameterschiatzaufgaben
aufzubereiten. Die Evaluierungskriterien beriicksichtigen die maBgeblichen Gesichtspunkte, die wahrend des
Selektionsprozesses zu beachten sind, u.a. Filtergiite, Filterrobustheit, Filterrechenzeit, Anforderungen an
den Anwender. Die anwendungsfreundliche Umsetzung der entwickelten Methodik erfolgte innerhalb einer

neu entwickelten MATLAB® basierten Toolbox ReBEL-loN.

Das vorgestellte Konzept wurde an mehreren analytischen Experimenten demonstriert und die Praxiseignung
am Beispiel der modellbasierten Diagnose eines Dieselpartikelfilters nachgewiesen. Letzteres Applikations-
beispiel wurde in engem Industriekontakt mit der Daimler AG bearbeitet. Hierbei kommen so genannte
"graue Modelle” zum Einsatz, welche in weiten Teilen physikalisch fundiert sind, jedoch vereinfachende
Annahmen beinhalten, wobei unsichere Modellparameter an Messdaten angepasst wurden. Die Motivation
fiir die Diagnose mit grauen Modellen ist, ein im Fahrzeug On-Board rechenbares Modell mit physikalisch
interpretierbaren System- und Fehlerparametern zu gewinnen, welche bei On-Line Schatzung eine direkte,

detaillierte Aussage iiber Fehlerort und -ausmaB zulassen. Durch die zu Grunde liegenden physikalischen



Beziehungen sind solche Modelle in einem weiten Arbeitsbereich giiltig und durch die Adaption weniger

Parameter an baugleiche Systeme anpassbar.

Die wahrend der Arbeit gewonnenen Ergebnisse und Erfahrungen zeigen, dass der entwickelte Zugang ei-
ne effiziente, praxisnahe und kostengiinstige Methode darstellt, den Anwender beim Selektionsprozess zu
unterstiitzen. Dabei ist besonders hervorzuheben, dass die innerhalb der Testumgebung gewonnenen Eva-
luierungsergebnisse sich direkt in der realen Anwendung widerspiegeln. Durch vorliegende Arbeit wurde ein
Beitrag zur verbesserten Akzeptanz und zur verbreiterten industriellen Anwendung moderner Filterverfah-

ren geleistet.

Zusatzlich zur Evaluierungsmethodik wurden fiir die Sequentielle-Monte-Carlo-Methoden (Partikel-Filter)
Algorithmen entwickelt, um Informationen iiber harte Zustandsbeschriankungen in den Schatzprozess zu
integrieren. Die Simulationsstudien zeigen, dass die gewonnenen Schatzverfahren bei beschrankten Schatz-
problemen iiber bessere Schatzgiite und hohere Robustheit verfiigen. Dariiber hinaus wurde eine neue
rekursive Bestimmungsgleichung fiir die Filter-Informationsmatrix zur Berechnung des Posterior Cramér-

Rao Bounds fiir zeitinvariante Parameter hergeleitet.

Im Anhang dieser Dissertation ist eine Sammlung an Pseudo-Codes dreiBig ausgewahlter WI-Verfahren
enthalten. Zweck dieser ist es, als Nachschlagewerk fiir WI-Verfahren mit einheitlicher Notation zu dienen.
Dieser Abschnitt ist in englischer Sprache verfasst, um ihn auch internationalen Anwendern zur Verfiigung

stellen zu konnen.



Abstract of the thesis

Methodical evaluation of probabilistic

inference algorithms for dynamic systems

Probabilistic inference (PI) is the problem of estimating the internal variables of a system (states and/or
parameters) given only incomplete and or noisy measurements. Application examples of Pl are filters for
nonlinear control concepts, model-based fault detection, inertial navigation, etc.. By choosing a statisti-
cal recursive approach to solve the Pl-problem, its solution is given by the Recursive Bayesian Estimation
Theory, whose exact solution is intractable for most " real world” systems. The large number of approximate
but tractable solutions, e.g. Extended Kalman Filter, Unscented Kalman Filter or particle filters, and the
lack of a practical selection methodology makes the choice of an appropriate filter for a given system a

challenging task and inspired this project.

The main reason for the small amount of (industrial) applications of modern filter algorithms is the lack
of significant, practice-oriented and authentic information about the possibilities and the properties of the
algorithms as well as a user friendly test environment for generation of quantifiable benchmark criteria. In
present dissertation an approach is proposed that serves to objectify the selection progress. The proposed
method allots the evaluation of quantitative and qualitative benchmark criteria which have been gathered
by literature research, intensive interrogation of control engineers and the gained experience during this
research project. This necessitated to study the broad spectrum of complex probabilistic inference algo-
rithms, to unify the algorithms and to apply them to complex state and parameter estimation tasks. The
benchmark criteria cover the most important issues that need to be studied during the selection progress,
among others filter performance, filter robustness, computational expensiveness or qualification require-
ments on the operator. The user friendly implementation of the developed methodology is carried out with

a new developed MATLAB® based Toolbox ReBEL-IoN.

The usage and the benefit of the concept is shown by means of several illustrative examples and the
practical usefulness is demonstrated by means of the model-based fault detection of a diesel particulate
filter. The latter application example has been processed in cooperation with the Daimler AG. For fault
detection, grey-box models are used which are mostly based on physical relations and properties but also
contain simplifying assumptions, where uncertain model parameters are estimated from measured data. The
motivation for fault detection with grey-box models is to gain an on-board applicable model with physically
interpretable system- and fault parameters which allow a determined statement about fault position, type
and location if they are estimated on-line. Due to the underlying physical relations, such models are valid
in a broad operating range and allow adjustment to systems identical in construction by adaption of few

parameters.

The obtained results and gained experience during this research project allows to state that the developed

approach is an efficient, practice-oriented, and inexpensive method to support the operator during the



selection process. The author would like to point out, that the simulatively obtained evaluation results are
directly connected with the "real world” application performance of the algorithms. Present dissertation
contributes to a better understanding and acceptance as well as to a broadened industrial application of

modern probabilistic inference algorithms.

Aside from the comparative evaluation method, algorithms to deal with hard state constraints in partic-
le filtering are proposed. Simulation studies show, that the developed algorithms consistently outperform
their unconstrained counterparts in estimation performance and robustness if the state space is constrained.
Furthermore a new recursive equation for the filter information matrix for Posterior Cramér-Rao Bound

computation for time-invariant parameter estimation problems is proposed.

The appendix of this dissertation contains a collection of thirty pseudo-codes of selected inference algo-
rithms. Its purpose is to serve as a reference book for probabilistic inference algorithms with a consistent

notation.
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1 Einleitung, Motivation, Zielsetzung

1.1 Einleitung

" At the heart of the natural sciences and engineering there are the general notions of obser-
vation and measurement. ... it is legitimate to say that in the fields of natural science and

engineering, experiments and observations (measurements) are fundamental.”

PIETER EYKHOFF - " System ldentifikation” - [1]

Die Informationsgewinnung aus Messungen und Beobachtungen ist ein zentraler Bestandteil der Natur-
und Ingenieurwissenschaften. Basierend auf Messungen und Beobachtungen werden Theorie(n) iiber ein
untersuchtes Problem aufgestellt, verifiziert oder falsifiziert, was die Korrektur der urspriinglichen Theo-
rie(n) nach sich zieht. Dies erfolgt so lange, bis ein ausreichender Kompromiss zwischen Theorie(n) und

Beobachtungen erzielt werden kann.

Die Formulierung einer Theorie wird in den Natur- und Ingenieurwissenschaften oftmals als Modellbil-
dung bezeichnet, wobei ein Modell nach [1] definiert ist als " Abbild der grundlegenden Aspekte eines
Systems, welches Kenntnis iiber das System in einer handhabbaren Form reprasentiert”. Dabei ist ein Sys-
tem definiert als " Verbund von Objekten, angeordnet in einer strukturierten Form, welcher in irgendeiner
Weise, zweck- oder zielgebunden ist und charakterisiert wird durch die Beziehung zwischen Eingangs- und
Ausgangssignal”. Ein System besitzt Zustande und Parameter. Der Zustand eines Systems ist eine Variable,
welche zusammen mit den folgenden Systemeingangssignalen das Systemverhalten komplett bestimmt. Pa-
rameter eines Systems bestimmen zusatzlich das statische/dynamische und/oder (nicht)lineare Verhalten
eines Systems. Daraus folgt, dass bei Kenntnis des Systemmodells, der Systemparameter und -zustinde

sowie der Systemeingdnge das Systemverhalten pradiziert werden kann.

Schwerpunkt dieser Arbeit ist das Problem der "Schatzung” der Zustinde und Parameter von dynami-
schen Systemen aus Messungen. Der Begriff Schitzung wird verwendet, da i.d.R. in allen realistischen
Situationen die Observationen des untersuchten Systems durch Zufallsprozesse, welche sich sowohl auf das

eigentliche untersuchte System (Systemrauschen) als auch auf den Messprozess (Messrauschen) auswirken



konnen, " kontaminiert” werden.

Die Parameterschitzung ist nach [1] definiert als die "experimentelle Bestimmung von Parametern, wel-
che das dynamische, statische und/oder (nicht)lineare Verhalten bestimmen unter der Annahme, dass die
Struktur des Systemmodells bekannt ist”. Falschlicherweise wird die Parameterschatzung oft auch als Sys-
temidentifikation bezeichnet. Parameterschatzung erfordert aber a priori Kenntnis iiber das Systemmodell,
das Problem der Systemidentifikation beschreibt den kompletten Modellbildungsprozess ohne jegliche a
priori Kenntnis {iber Struktur und/oder Parameter des Modells. In vielen Anwendungen ist es notwendig,
auch Kenntnis tiber die Systemzustdnde zu erlangen. Dies beschreibt das Problem der Zustandsschatzung.
Betrachtet man dazu die Beispiele dargestellt in Abbildung 1.1: Wie kann aus der mit Messunsicherhei-
ten behafteten Temperaturmessung eines chemischen Reaktors auf interne ReaktionsgroBen geschlossen
werden? Oder wie kann die Position eines Flugzeuges alleinig aus der absoluten Héhenmessung, der Hohe
tiber Grund und einer im Bordcomputer hinterlegten 3D-Karte der Topographie geschatzt werden? Des

Weiteren, wie vertrauenswiirdig sind diese Schatzungen?

Chemischer Reaktor Terrain-Aided-Navigation
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Abbildung 1.1: Beispiele zur wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenz.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie bietet die Moglichkeit, solche Unsicherheiten in einer formalen Sprache ab-
zubilden und dient als Rechenmethode dazu, mit Unsicherheiten umzugehen. Im Wesentlichen dient die
Wabhrscheinlichkeitstheorie dazu, aus Unsicherheiten schlussfolgern zu kénnen. Dieser Prozess wird wahr-

scheinlichkeitstheoretische Inferenz (Riickschluss) (WI) genannt (Probabilistic Inference, PI).

Die zwei fundamentalen Ziele von wahrscheinlichkeitstheoretischer Inferenz sind also:

e Erlangung von Informationen iiber systeminterne Zustiande und Parameter aus gemessenen Daten.

e Verringerung des Einflusses von System- und Messrauschen auf die Zustands- und Parameterschatzung.

In dem Fall, wo keine stochastischen Effekte auf System und Messung wirken, d.h. sowoh| System als auch
Messung deterministisch sind (bzw. Zufallsprozesse vernachlassigt werden kdnnen), werden Schatzverfahren

als " Beobachter” gekennzeichnet. Treten Zufallsprozesse auf und werden a priori Informationen dariiber im



Schéatzalgorithmus verarbeitet, spricht man von " Filtern”.

1.2 Motivation

In den letzten Jahren und Jahrzehnten ist das Spektrum an Verfahren zur Lésung komplexer (nichtlinea-
rer) Inferenzaufgaben sehr umfangreich geworden, wobei als beriihmteste Vertreter der Filterverfahren der
Extended Kalman Filter, der Unscented Kalman Filter und die Partikel-Filter vorab genannt seien. Neben
den wohlbekannten Verfahren sind eine Vielzahl von Variationen entwickelt worden, die mehr oder weniger
starke Vereinfachungen bzw. Verkomplizierungen der Ausgangsverfahren darstellen. All diese Filteralgorith-
men und ihre Variationen haben typische Vor- und Nachteile beziiglich ihrer Filtereigenschaften, wie z.B.

Filtergiite, Implementierungs- und Rechenaufwand und Anforderungen an den Anwender.

Motivation allgemein

Aufgrund der unterschiedlichen Eigenschaften aller Filter stellt sich bei der Losung einer konkreten Inferenz-
aufgabe immer die Frage, welcher Algorithmus Verwendung finden kann bzw. sollte. Grundlegend sollte
immer eine moglichst hohe Filtergiite erzielt werden. Verlangt dies jedoch nach Verfahren, die verfiigbare
Ressourcen iiberschreiten, so muss unter den verbliebenen Algorithmen der bestmdgliche gewahlt werden.
Ebenso gilt die Regel "Keep it simple”: Liefern die aufwendigeren! Filteralgorithmen nur marginale Ver-

besserung, so sollte der einfachste! Algorithmus ausgew3hlt werden.

Der wesentliche Grund fiir eine bisher vergleichsweise geringe Anwendungsbreite moderner Filterverfahren
ist der Mangel an aussagekraftigen, praxisrelevanten und glaubwiirdigen Informationen iiber die Méglichkei-
ten und Eigenheiten der Verfahren sowie einer benutzerfreundlichen Testumgebung zur Generierung quan-

tifizierbarer Bewertungskriterien.

Motivation im Hinblick auf die modellbasierte Diagnose (MBD)

Die Uberwachung technischer Systeme gewinnt immer mehr an Bedeutung. Speziell im automobilen Sektor
stellt der Gesetzgeber stetig neue Anforderungen speziell an die Diagnose emissionsrelevanter Komponen-
ten. Zur Uberwachung stehen viele Methoden zur Verfiigung, siehe z.B. [2], wobei die modellbasierte

Diagnose ein vielversprechendes Verfahren mit hoher Diagnosetiefe darstellt.

Basierend auf so genannten "grauen” Modellen, welche eine Kombination aus analytischen und empiri-
schen Modellen darstellen und in einer moglichst optimalen Art und Weise das zu iiberwachende System
nachbilden, kdnnen gute Diagnoseaussagen abgeleitet werden. Die physikalischen Streckenparameter geben

detaillierten Aufschluss iiber die inneren Zustande eines Systems und bestimmen zudem dessen Dynamik.

1Was im Zusammenhang mit Filteralgorithmen "aufwendig” bzw. "einfach” bedeutet, soll spiter im Text diskutiert werden.



Aus ihrer Kenntnis kann folglich eine sehr gute Diagnoseaussage abgeleitet werden. Nominale Systemko-
effizienten oder zusatzlich bestimmte Fehler- und/oder VerschleiBparameter kénnen somit zur Fehlerdiag-
nose verwendet werden [2]. Voraussetzung dafiir ist, dass die physikalischen Streckenparameter und deren

Anderungen in den Modell- und VerschleiBparametern abgebildet werden.

Die Herausforderung bei der modellbasierten Diagnose ist somit die parallele/gleichzeitige On-Line Schatzung

der Systemzustdnde und der System- bzw. Fehlerparameter.

Neben der grundlegenden dualen Inferenzaufgabe (parallele/gleichzeitige Schitzung von Zustinden und
Parametern) bei der Diagnose spielt das Problem der Part-to-Part-Streuung (P2P-Streuung) eine zentrale
Rolle in der MBD. Fertigungstoleranzen fiihren dazu, dass im Serienbetrieb eingebaute Komponenten in
ihren nominalen Systemparametern schwanken. Da eine Off-Line Adaption dieser Nominalparameter nicht
fiir jedes Serienbauteil erfolgen kann, muss die Adaption in den ersten Betriebsstunden On-Line durch-
gefiihrt werden. Abbildung 1.2 zeigt, wie durch die Verwendung von Inferenzalgorithmen mit dem Problem

der Part-to-Part-Streuung (am Beispiel eines DPF) umgegangen werden kann.

On-Line Modelladaption
On-Line Parameteridentifikation

(A

Al

v

On-Line Diagnose
On-Line Fehler-/
Verschleilparameterschatzung

Abbildung 1.2: Umgang mit Part-to-Part-Streuung.

Als industrielles Anwendungsbeispiel wird in dieser Arbeit die modellbasierte Diagnose eines Dieselparti-
kelfilters betrachtet. Daher wird im Verlaufe der Dissertation immer wieder der Nutzen der vorgestellten

Methodik fiir die MBD verdeutlicht.



Schlussfolgerung

Die bestehende Divergenz zwischen Forschung und praktischer Anwendung von nichtlinearen Filterverfahren
im Allgemeinen sowie das Verlangen seitens der Industrie (Daimler AG) nach einem leicht anwendbaren
Bewertungsinstrument im Speziellen motivieren zur Entwicklung einer Methode zum Testen und Evaluieren

nichtlinearer Filter.

1.3 Zielsetzung

Systematisierung und Aufbereitung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren fiir

anspruchsvolle Zustands- und Parameterschiatzaufgaben

Erstes Ziel der Arbeit ist es, einen Uberblick iiber moderne wahrscheinlichkeitstheoretische Inferenzverfahren
zu schaffen und deren Applikation als Zustands- und Parameterschitzer zu zeigen. Dabei soll besonders

auf den mathematischen Ursprung und die Herleitung der Algorithmen eingegangen werden.

Entwicklung einer Methode zum Testen und zur Evaluierung von

wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren

Kernaufgabe dieser Arbeit ist es, eine Methode zu entwickeln, die es dem Anwender ermdglicht, nichtlineare
Filterverfahren fiir komplexe (nichtlineare) Systeme kostengiinstig, flexibel und ohne groBen Zeitaufwand
zu testen und zu bewerten. Diese Methode soll eine praxisrelevante Bewertung von Filterverfahren durch

ein qualitatives und quantitatives Benchmarking ermdglichen.

Nachfolgend sind die wichtigsten Anforderungen an die Evaluierungsmethode beschrieben:

e Die Basis fiir die Evaluierungsmethode soll ein breites Spektrum an Filteralgorithmen bilden, eine
Filterbibliothek, wobei die zu bewertenden Algorithmen nach Wiinschen des Anwenders selektiert

werden konnen.

e Die Bewertung der selektierten Filteralgorithmen soll anhand eines umfangreichen Bewertungskrite-
rien-Katalogs erfolgen. Dabei sollen sowohl quantitative Kriterien, die eine numerische Aussage iiber
die Eignung eines Filters ermdglichen, als auch qualitative Kriterien, die generelle Vor- und Nachteile

der Filter beleuchten, Verwendung finden.

e Eine spezielle Testumgebung ist notwendig, um das Spektrum an Bewertungskriterien anwenden
und auswerten zu kdnnen. Prinzipiell eignen sich labortechnische Versuchsanlagen und Simulati-
onsumgebungen. Damit eine Reproduzierbarkeit der Versuchsergebnisse erreicht werden kann und
identische Rahmenbedingungen fiir die Versuche garantiert werden kdnnen, soll die Testumgebung

als Simulationsumgebung entwickelt werden. Dabei soll speziell auf die einfache Handhabung und



hohe Flexibilitdt der Simulationsumgebung geachtet werden, um die Evaluierungsmethode auch ex-
ternen Anwendern anbieten zu kénnen. Die Filteralgorithmen sollen aus der Simulationsumgebung
exportierbar sein, um ein Post Processing anhand realer Messdaten zu ermdglichen und somit eine

Verifikation der simulativ gewonnenen Ergebnisse zu gewahrleisten.

Entwicklung einer modellbasierten Diagnosemethode unter Verwendung von

wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren

Am Beispiel eines Dieselpartikelfilters soll gezeigt werden, wie die nichtlinearen Filteralgorithmen zur mo-
dellbasierten Diagnose technischer Systeme eingesetzt werden kdnnen. Dabei sind besonders vom Ge-
setzgeber geforderte Randbedingungen zu beriicksichtigen. Des Weiteren soll eine Methodik entwickelt
werden, wie mit Nominalparameterschwankungen der zu {iberwachenden Komponenten, resultierend aus
Serienfertigungstoleranzen, umgegangen werden kann. Ziel ist es, die Serientauglichkeit und die Akzeptanz

modellbasierter Diagnosestrategien zu steigern.

Der entwickelte Diagnosealgorithmus soll anhand realer Fahrzeugdaten verifiziert und somit die Praxis-

tauglichkeit gezeigt werden.

1.4 Gliederung

Die vorliegende Arbeit besteht, abgesehen von Einleitung, Zusammenfassung und Anhang, aus vier Kapi-

teln, welche wie nachfolgend beschrieben aufeinander aufbauen:

Kapitel 2 beschreibt die grundlegende Problematik der wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenz und wie
dieses Problem geldst werden kann. Es wird ein Einblick in die fundamentalen Grundlagen der in dieser
Arbeit betrachteten Inferenzverfahren gegeben. Dieses Kapitel kann somit als Stand der Technik angesehen

werden.

Kapitel 3 zeigt Arten von Schatzproblemen, sowie Variationen der in Kapitel 2 vorgestellten Algorithmen
und vervollstandigt den Stand der Technik. Es wird auf spezielle Systeme mit Gleichheits- und Ungleich-
heitsbeschrankungen sowie Systeme mit Totzeiten eingegangen. Dariiber hinaus werden fiir die Sequentielle-
Monte-Carlo-Methoden Algorithmen zur Integration von harten Zustandsschranken in den Schatzprozess

hergeleitet.

Kapitel 4 beinhaltet die Vorstellung der Evaluierungsmethodik sowie der Testumgebung. Es werden die
quantitativen und qualitativen Bewertungskriterien aufgestellt und eine " Schritt fiir Schritt” Anleitung zur

Auswahl eines Schatzverfahrens gegeben.



Kapitel 5 zeigt den Nutzen und die Nutzung der hier vorgestellten Methodik anhand mehrerer illustrativer
Beispiele, u.a. wird die modellbasierte Diagnose eines Dieselpartikelfilters mit Hilfe von Inferenzverfahren

demonstriert.

1.5 Beitrage fiir Zeitschriften und Kongresse

Die Veroffentlichung von Teilen dieser Arbeit ist in nachfolgenden Beitrdgen zu wissenschaftlichen Fach-

zeitschriften und Kongressen bisher erfolgt:

e M.-A. Beyer and G. Reinig. Evaluierung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren fiir

dynamische Systeme. 42. Regelungstechnisches Kolloquium, Boppard, Germany, February 2008.

e M.-A. Beyer, W. Grote and G. Reinig. Adaptive Exact Linearization Control of batch polymerization

reactors using a Sigma-Point Kalman Filter. Journal of Process Control, 2008, in press.



2 Das WI-Problem und seine Lésungen

Das Problem der wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenz (WI-Problem) beschreibt die Aufgabe, die in-
ternen Variablen eines Systems (Zusténde und/oder Parameter) durch eine méglichst optimale Technik aus

unvollstandigen und/oder verrauschten Beobachtungen zu schitzen.

Beobachtet

Unbeobachtet

System:
Zustinde x und
Parameter 6

Abbildung 2.1: Wahrscheinlichkeitstheoretische Inferenz.

Welche Riickschliisse iiber x und 6 kénnen aus der Kenntnis von y gezogen werden?

In der Filtertheorie wird das WI-Problem fiir dynamische Systeme in kontinuierlicher, kontinuierlich-diskreter
und diskreter Form behandelt. Die kontinuierlichen, stochastischen Systeme sind durch die gewdhnliche
nichtlineare stochastische LANGEVIN'sche Differentialgleichung mit zeitkontinuierlicher Messgleichung de-

finiert:

E(t) = fron(w,ust) + K(x, u;t)r(t) (2.1)

y(t) = hgon(z,u;t) + T(z,u;t)y(t). (2.2)

Dabei ist fron die R™ x RP — RR™ dimensionale kontinuierliche deterministische Systemgleichung, K die
R™ x RP — R™ " Verteilungsmatrix der Systemgleichung, x der € R" Vektor des Systemrauschens, hyon
die R" x R? — RR™ dimensionale kontinuierliche deterministische Messgleichung, I' die R™ x RP — R""**
Verteilungsmatrix der Messgleichung und ~ der € R* Vektor des Messrauschens. Dabei miissen fiir die

Verteilungsmatrizen die Bedingungen v > n sowie z > m erfiillt sein.



Die kontinuierlich-diskreten Systeme werden, wie schon der Name aussagt, durch eine zeitkontinuierliche
gewdhnliche nichtlineare stochastische LANGEVIN'sche Differentialgleichung mit zeitdiskreter Messglei-

chung definiert:

E(t) = fron(w,u;t) + K(x, u;t)r(t) (2:3)

ye = h(xg, uk;te) + T(ag, ks te)y(tg). (2.4)

Die diskreten Systeme werden durch eine zeitdiskrete nichtlineare stochastische Differenzengleichung mit

zeitdiskreter Messgleichung definiert:

rr = flep—1,up—1) + K(Tp—1,Ur—1)RKk—1 (2.5)

Y = h(xk,uk)—l—l"(xk,uk)'yk. (2.6)

Wie oben schon erwidhnt, existieren in der Filtertheorie Losungsansatze fiir alle oben aufgefiihrten stochas-
tischen Systeme. In dieser Arbeit soll lediglich das WI-Problem fiir dynamische Systeme in diskreter Form

aus nachfolgenden Griinden beleuchtet werden:

1. Die Anzahl an Ldsungsalgorithmen/Inferenzverfahren fiir die zeitdiskreten Systeme ist deutlich um-
fangreicher als fiir die kontinuierlichen und kontinuierlich-diskreten Systeme. Somit macht ein suk-

zessives Testen und Bewerten fiir zeitdiskrete Systeme mehr Sinn.

2. Um ein sukzessives Testen zu ermdglichen, miissen Referenzzustinde aus obigen stochastischen
Systemgleichungen generiert werden, siehe Kapitel 4. Bei den kontinuierlichen und kontinuierlich-
diskreten Systemen bedeutet das, dass die stochastischen Differentialgleichungen numerisch integriert
werden miissen. Dies ist aus zweierlei Hinsicht problematisch: Formt man die stochastische Diffe-
rentialgleichung in die dquivalente Integralgleichung um, so erhilt man ein stochastisches Integral,
welches der Form nach ein RIEMANN-STIELTJES-Integral [3] darstellt und definitionsgem&B durch
RIEMANN-STIELTJES-Summen approximiert werden kann. Der Grenzwert der RIEMANN-STIELTJES-
Summen hangt fiir dieses stochastische Integral wesentlich von der Wahl der Zwischenpunkte ab.
Je nach Wahl der Zwischenpunkte erhdlt man unterschiedliche Losungen des Integrals, die meist-
verbreiteten sind das ITO- und das STRATONOVICH-Integral. Die Frage, welche dieser Lésungen die
"richtige” ist, ist ungekldrt [4]. Ebenso problematisch ist die numerische Integration (falls man sich
fiir einen dieser Lésungsansitze entscheiden kann). Es existieren nur einfachste Algorithmen fiir die
numerische Integration der stochastischen Differentialgleichungen (EULER, HEUN, RUNGE-KUTTA

in stochastischer Form). Fiir steife stochastische Systeme existieren keine Losungsalgorithmen.

3. Sind die kontinuierlichen Systeme nicht steif, so kénnen sie ohne groBen Aufwand stabil und konsistent

diskretisiert werden und man erhilt stochastische Differenzengleichung.

4. Sind die kontinuierlichen Systeme steif, so kann durch implizite Diskretisierung und Analyse der Sto-

chastiken des Systems und der Messung eine stochastische Differenzengleichung gewonnen werden.



Die diskreten Systeme lassen sich also durch dynamische Zustandsraummodelle (Dynamic State Space
Model - DSSM) beschreiben. Der verborgene Zustand xj, mit einer Initialverteilung p(zo) entwickelt sich
mit der Zeit (k ist der diskrete Zeitindex) als indirekter oder partiell beobachteter MARKOV-Prozess erster
Ordnung gem3iB der bedingten Propagationsdichte/Transitionsdichte p(zx|x;—1). Die Beobachtungen yy
sind voneinander unabhingig und werden durch die bedingte Dichtefunktion p(yx|x)) bestimmt (Like-

lihood).

Folgende Systeme seien somit fiir die Arbeit definiert:

Diskrete Systeme seien definiert durch ein nichtlineares Signalprozessmodell in zeitdiskreter Zustandsraum-

darstellung, welches durch die Differenzengleichung
v = flzr-1,up—1) + K(wp—1,up—1)kr—1 = F(Tr—1, U1, Kk—1) (2.7)

beschrieben ist. Dabei ist F die R™ x R? x R¥ — R™ dimensionale stochastische Systemgleichung. Die

entsprechende (nichtlineare) Messgleichung sei definiert durch
Yo = h(zg,up) + T(ze,u) e = Hlzk, wk, W), (2.8)

wobei H die R® x RP x R* — R™ dimensionale stochastische Messgleichung ist.

Die vollstandige Losung des WI-Problems wird durch die bedingte posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte
(Filterdichte) des Zustandes xj
plznlYe) =7

beschrieben, wobei

Yk - {y17y27"' 7yk} (29)

die Sequenz simtlicher Beobachtungs-Vektoren bis zu Zeitpunkt k reprasentiert. Ist die posteriori Wahr-
scheinlichkeitsdichte bekannt, so lassen sich die Zustinde des Systems schitzen, z.B. Minimum-Mean-

Square-Schitzung (MMSE) oder Maximum-A-Posteriori-Schatzung (MAP)

i MMSE R vi)] = / op - plan|Vi) dog (2.10)
]Rn
T argmax, p(zx|Yy). (2.11)

Wie kann die posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden?
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2.1 Rekursive Bayes’sche Schitztheorie (RBS)

Die meisten Methoden zur Parameter- und Zustandsschatzung, rekursiv und nichtrekursiv, linear und nicht-
linear, haben ihren mathematischen Ursprung in BAYES Theorem, siehe z.B. [1], unterscheiden sich nur
in der a priori Kenntnis iiber das System und die Stochastik. Die (N&herungs)lésung von BAYES Theorem
hangt genau von diesem Wissen ab. Auch die "klassischen” Methoden, wie Least-Square oder Maximum-

Likelihood sind Approximationslésungen von BAYES Theorem.

In dieser Arbeit werden lediglich rekursive Verfahren zur Bestimmung der posteriori Filterdichte unter-
sucht. Dies liegt darin begriindet, dass nichtrekursive Verfahren sich nicht zur On-Line Zustands- und
Parameterschatzung eignen, da sie die Bereitstellung der gesamten Sequenz samtlicher Beobachtungen Yy

erfordern und somit nicht parallel zum System On-Line einsetzbar sind.

Die posteriori Filterdichte kann rekursiv durch die BAYES'sche Schatztheorie bestimmt werden. Ausgehend
von BAYES Theorem kann die posteriori Filterdichte zundchst expandiert und anschlieBend faktorisiert

werden, um eine rekursive Bestimmungsgleichung zu erhalten:

p(Yelzk)p(zr)
p(Yx)
Pk Y1 |zk)p(zx)
P(Yks Yi—1)
P(yr|Ye—1, 2 )p(Ye1|ox)p(or)
Pk Yie-1)p(Ye-1)
Pk Ye—1, 26)p(xk|Yi—1)p(Yi—1)p(2k)
Pk Ye—1)p(Yi—1)p(xk)
Pk Yi—1, 21)p(@k[Yi—1)

p(xk|Yr)

Pyl Yi—1)
p(yk|or)p(r|Yi—1)
pys[Yi-1) 312

Um einen tieferen Einblick in die RBS zu erhalten, kann man die Zerlegung von (2.12) betrachten. Der
Nenner von (2.12) ist eine Konstante, die als Normierungskonstante angesehen werden kann und dafiir

sorgt, dass die Filterdichte die Eigenschaft

/n p(xx|Yy) dog =1 (2.13)

fiir samtliche Dichtefunktionen aufweist. Somit miissen lediglich die Pradiktions-Verteilungsdichte (a priori
Dichte) p(zx|Y%—1) und die Likelihood-Verteilungsdichte p(yx|zx) in (2.12) bestimmt werden. Die posteriori
Filterdichte zum Zeitpunkt & — 1 wird zunadchst durch das wahrscheinlichkeitstheoretische Systemmodell

(die Transitionsgleichung) in der Zeit vorwarts zur a priori Filterdichte propagiert:

p(ak|Yi-1) = / p(ak|rr—1) - p(@p—1|Yi—1) dogp—1. (2.14)
]Rn
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Als nachstes wird die aktuellste Messung verwendet, um durch die Likelihood-Verteilungsdichte die poste-

riori Filterdichte zum Zeitpunkt k£ zu bestimmen:

p(xr]Yr) = C-pyrler) - ploe|Ye1). (2.15)

Die normalisierende Konstante C' ist dabei durch

C = </n p(yk|zr) - p(ek|Yi—1) d:z:k>1 (2.16)
gegeben und die Transitionsdichte und die Likelihood-Verteilungsdichte sind durch
pzgleg—1) = . 0z — F(xr—1,Uk—1,Kk—1)) - P(Kk—-1) dKk—1 (2.17)
und
p(ykler) = o 6(yrx — H(zk, ur, ) - p(vk) dvi (2.18)

gegeben, wobei 4(+) die Dirac-Delta-Funktion ist.

Die RBS ist die optimale Lésung des WI-Problems. Allerdings lassen sich die multidimensionalen Inte-
grale nur fiir lineare, GAUSS'sche Systeme exakt I6sen. In diesem Fall ist die geschlossene Lésung der
RBS durch den beriihmten Kalman Filter [5] gegeben. Fiir den allgemeinen Fall der nichtlinearen, nicht

GAUSS'schen Systeme miissen praktische Naherungslosungen der RBS herangezogen werden.

2.2 Naherungslésungen der RBS

Eine Vielzahl an numerischen Naherungslésungen des RBS-Problems sind in den letzten Jahrzehnten
verdffentlicht worden. Die nachfolgend aufgefiihrten Grundlagen zu den Naherungslosungen der RBS sind
teilweise in Anlehnung an [3], [6] und [7] verfasst. Abbildung 2.2 ordnet die N&herungslésungen des WI-

Problems in entsprechende Kategorien ein.

GauB’sche Beliebige
Verteilungen Verteilungen

, Direkte .
Methoden | | Methoden Seummen | | numerische e Methoden
Integration

Abbildung 2.2: Ndherungslésungen der RBS.

12



2.2.1 Methoden mit GauB3’scher Approximation

Methoden mit GAUSS'scher Approximation, auch GauB-Filter (GF) genannt, gehen von GAUSs'schen Ver-
teilungen samtlicher Dichten in der BAYES'schen Rekursion aus, unter der Annahme, dass ein Minimum-
Varianz-Schitzer (der posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte) durch rekursives Propagieren und Updaten des

ersten und zweiten Moments der wahren Verteilung realisiert werden kann.

Unter der Annahme, dass alle Wahrscheinlichkeitsdichten der RBS normalverteilt sind, vereinfachen sich
die BAYES'schen Rekursionsgleichungen erheblich. Die Filteraufgabe beschrankt sich somit auf die Bestim-

mung des bedingten Erwartungswertes und der Kovarianz (erstes und zweites Moment der Verteilung):

e = Elzg|Y]

. . AT
Pir = E [(xk — i) (T — Zpre) |Yk} -
Gegeben sei das bereits oben vorgestellte diskrete Systemmodell mit diskreter System- und Messgleichung:

rry = f(@p—1,up—1) + K(@r—1,Uk—1)kr—1 = F(Th—1, Uk—1, K1) (2.19)

Y = h(zg,uk) + T(wg, ue)ve = H(xk, uk, Vi) (2.20)
Dabei sind  und v nun normalverteilte Zufallsvariablen

Kk—1 N(K;Rk_l,Pﬁil) ks N(H;R, PK) (2.21)

_ kurz _
Ww = NP = NP7, (2.22)

d.h. mit Mittelwertvektoren % bzw. ¥ sowie Kovarianzmatrizen P™ bzw. P”. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass fiir diskrete Systemdynamik in der Literatur [3], [6] nur Losungen fiir mittelwertfreies Rauschen zu
finden sind. Um jedoch noch allgemeinere stochastische Systeme behandeln zu kdnnen, wurden in dieser

Arbeit die Gleichungen fiir mittelwertbehaftetes Rauschen erweitert.

Die Filterdichte ergibt sich aus der BAYES-Gleichung:

pkler)p(orYi1) P(yrle)p(xr|Yi—1)
p(ye|Yi-1) Jrn Prlzr)p(er|Yeo1) dax”

plzklYe) = (2.23)

Zur Losung der BAYES-Gleichung miissen Likelihood p(yg|zx) und die Transitionsdichte p(zy|rr—1) be-
stimmt werden. Sie ergeben sich in analoger Weise aus der Dichtefunktion mehrdimensionaler Normalver-

teilungen:

plyelzr) = = -ep [‘% (v — b+ D7) {TPTET ) (g — (h o+ PM (2.24)

p(Ik|kal)

Ql= Qd+

. exp [_% (o — (f + Ki) " {KP KT} ! (o — (f + KR})} . (2.25)
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wobei die Konstanten C' und C' dafiir sorgen, dass Jzm Pklzr)dyr = [ga p(@p|zr—1)dey =1 gilt, d.h.

c

[ exp| =5 (= ot 0 TP g (4 T) | (2.26)

C

/n exp [—% (v — (f + K&))" {KP“KT}_l (xp — (f+ Kli>):| dzy. (2.27)

Aus den beiden Dichten ldsst sich nun die BAYES'sche Rekursion in zwei Schritten 16sen (bereits hier wird

die Zwei-Schritt-Architektur saimtlicher GauB-Filter offensichtlich):

1. Pradiktion
plak|Yi—1) = /n p(xk|er—1)p(@p—1|Yi—1) dor—1
= /n ! [—%(mk—g—i-K/@ {KPNKT}I(Ik—<f—|—KI_i>):|
P(xp-1]Y-1) dzj—1. (2.28)
2. Filterung
pleelYr) = C- (yk|17k) (T |Yi-1)
= C. C - exp [—% (yr — (h+T7)) {FPVFT}_l (yr — (h+ F”‘y})}
(k] Yi-1). (2.29)

Die Gleichungen (2.28) und (2.29) beschreiben den rekursiven Filter mit Pradiktions- (2.28) und Filte-
rungsschritt (2.29). Dabei gilt die Anfangsbedingung:

p(z0]Yo) = p(x0)- (2.30)

Zur theoretischen Lésung des Minimal-Varianz-Schatzproblems kénnen die BAYES'schen Rekursionsformeln
(2.28) und (2.29) verwendet werden, um die exakten Gleichungen fiir den bedingten Erwartungswert und

die bedingte Kovarianzmatrix zu erhalten. Fiir die Pradiktion gilt:

Tpp—1 = ElzglYia] = / Tk / p(ak|er—1)p(@p—1|Yi—1) dar_1 dxy (2.31)
Pz — E 5 2 T [é] T 2 AT
Elk—1 = (zr = Eppp—1) Tk — Tpp—1)” [Yeo1| = E[zeaf[Yeoa] — T k—1T g -1
= / :ijxg / p(xk|xk,1)p(a:k,1|Yk,1) dIk,1 dIk — j?k|k—1:i£\k_1- (232)

Dabei ist zu beachten, dass p(xy—1|Yy—1) normalverteilt ist mit Mittelwert Zj,_q),—1 und Kovarianzmatrix

k—1|k—1 - Flr die Filterung gilt in analoger Weise:

i'k\k = E [$k|yk] = / T - C 'p(yk|$k)p($k|yk—1) d:vk (2.33)
Rn

. . 3 .
Pi\k E [((Ek — :Ek|k) (,Tk - $k|k)T |Yk:| [:] E [$k$£|Yk] — xk\kxak

= / zpzr - C - plys|er)p(zr|Ye1) dog — fk\kf;ﬁk' (2.34)
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Es kann gezeigt werden [8], dass die aufgefiihrten Integrale auf die rekursive Schitzung

e = Zrpo1 + Ko (Yo — Gapp—1) = Trpp—r + Ki - G (2.35)
Pl = Pip,—Ke PL-KY (2.36)

fiihren, wobei die Kalman-Verstarkung K, gegeben ist durch
Ki = P -(PY)~! (2.37)

mit der Kreuzkovarianz P®Y und der Messfehlerkovarianz PY. Die oben aufgefiihrten Lésungen der RBS fiir
GAUSS'sche Systeme konnen, wie bereits erwdhnt, nur im linearen Fall exakt gelost werden. Die Losung
entspricht dem Kalman Filter [5]. Der Kalman Filter ist somit Optimalfilter fiir lineare GAUSS'sche Systeme,
es gibt keine bessere Losung. Fiir den allgemeineren Fall der nichtlinearen Systeme miissen andere Ansitze

zur Losung verwendet werden.

Methoden mit Arbeitspunktlinearisierung (Lokal-Methoden)

Um die Lésung der BAYES-Integrale fiir lineare Systeme (Kalman Filter) auf nichtlineare Systeme anwenden
zu koénnen, werden die nichtlinearen System- und Messgleichungen in Taylor-Reihen entwickelt und nach
dem ersten Glied abgebrochen. Die Systemgleichung wird um den bedingten posteriori Erwartungswert zum
Zeitpunkt k — 1, £ _1)4—1, und die Messgleichung um den bedingten pradizierten (priori) Erwartungswert,
Zpp—1, linearisiert. Man erhdlt so linearisierte Systeme, fiir die die Gleichungen des Kalman Filters ver-

wendbar sind. Dieser Algorithmus ist als Extended Kalman Filter (EKF) [9] bekannt.

Je nach AusmaB der Nichtlinearitdt von System- und Messgleichung kann die lineare Taylor-Entwicklung die
Gleichungen mehr oder minder genau approximieren. Dies kann bei starken Nichtlinearitdten zu unerlaubt
groBen Abweichungen fiihren, die u.U. den Filter divergieren® lassen kénnen. Aufgrund dieser Schwiche des
klassischen Extended Kalman Filters sind einige Variationen entstanden, die die Problematik der ortlichen

Approximation durch Linearisierung verringern:

e lterated Extended Kalman Filter
Das Verfahren zur lteration der Filtergleichungen (IEKF;) wurde von JAZWINSKY [9] zur Verbes-
serung der Konvergenzeigenschaften des Filters, insbesondere bei schlechten Startwerten, durch Mi-
nimierung der Linearisierungsfehler der Messgleichung hergeleitet. Es ist auch ausfiihrlich in [3] be-
schrieben. Die Pradiktion erfolgt analog zum EKF. Ausgehend von einem ersten Filterwert, der im
statistischen Mittel ndher am tatsdchlichen Zustandsvektor liegt als der Pradiktionswert, welcher
lediglich die Informationen aus den Messungen zu Zeitpunkt & — 1 verwertet hat, wird die nichtli-
neare Messgleichung um diesen ersten Filterwert nochmals linearisiert. Diese Iteration wird solan-

ge durchgefiihrt, bis die absolute Differenz zweier aufeinander folgender lterationsergebnisse eine

LEin Filter wird als divergiert erklart, wenn Kovarianzmatrizen ihre positive Definitheit verlieren. Dies resultiert in Kalman-

Verstarkungen, die divergierte Schatzungen (inf, nan) liefern.
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Abbruchschranke unterschreitet. Alternativ kann eine feste Anzahl von lterationsschritten vorgege-
ben werden (bewdhrt sind 2-3). Die so iterativ gewonnenen Schitzungen fiir den Zustandsvektor
und die Kalman-Verstarkung werden den iibrigen EKF-Gleichungen zur Verfiigung gestellt, die alle
nur einmalig pro Tastschritt berechnet werden miissen. Das Verfahren zur Iteration von Filter- und
Pradiktionsgleichungen (IEKF3) setzt auf das IEKF;-Verfahren auf. Um den Linearisierungsfehler
der Systemnichtlinearitat zu minimieren, werden die Pradiktionsgleichungen ebenfalls iteriert 3], [9].
Beim Eintreffen neuer Messwerte werden sowohl der pridizierte Zustand %y ;1 als auch die zu-
gehdrige Kovarianzmatrix Pi‘,ﬁl nachtraglich iterativ korrigiert. Der Abbruch der Iteration erfolgt

analog zum IEKF;.

e Es existieren noch weitere Verfahren, bei denen versucht wird, den Linearisierungsfehler zu mini-
mieren, z.B. den Nonlinearity Compensating Extended Kalman Filter, publiziert von [10] oder den
Adaptive Extended Kalman Filter (AEKF), publiziert erstmals von [11] fiir lineare Systeme und erwei-
tert auf nichtlineare Systeme in [12]. Diese Verfahren sind den nachfolgenden Quadratur-Methoden
meistens unterlegen und sind somit obsolet. Daher sei an dieser Stelle auf sie hingewiesen, auf eine
detaillierte Beschreibung wird allerdings verzichtet. Der AEKF ist in der spater vorgestellten Simula-

tionsumgebung implementiert.

Methoden ohne Arbeitspunktlinearisierung (Quadratur-Methoden)

Um die Schwichen und den Aufwand der Arbeitspunktlinearisierung zu umgehen, wurden seit 1995 mehrere
Algorithmen zur nichtlinearen Inferenz entworfen, die ohne eine Arbeitspunktlinearisierung auskommen. Das

Integral der Form

= x ';'GX . r—2)T (P Yz —z)| dr

welches der Form nach den RBS-Integralen entspricht, substituiert durch
i 1 1,
I = Fb)-——— -exp| —=b"b| db, (2.39)
mit P* = S*(S")T und = = S”b + & wird durch verschiedene Quadratur-Regeln diskret approximiert.

I. JULIER& UHLMANN-Quadratur-Regel und der Unscented Kalman Filter (UKF)

In JULIER&UHLMANN [13] wird die Standard-Normalverteilung der Zufallsvariablen x durch die diskrete

Verteilung

Vn+re® firl<i<n

2@ = —g(®-n firn+1<i<2n (2.40)
0 firi=2n+1
_ 25 fiiri=2n+1
p@®) = { FE (2.41)
sy furl<i<2n
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approximiert, wobei x > 0 eine Konstante (nicht zu verwechseln mit dem Systemrauschen) und e der

ite Einheitsvektor im R™ ist. Das Integral (2.39) wird durch die Quadratur-Regel
2n+1

I ~ I,y = Z F(z)p(a®) (2.42)
i=1
approximiert. Basierend auf dieser Quadratur-Regel wurde die sog. Unscented Transformation (UT) und
der Unscented Kalman Filter von JULIER& UHLMANN entwickelt. Nachfolgend sei die Unscented Trans-
formation kurz beschrieben:
Die mehrdimensionale Zufallsvariable = sei durch eine Anzahl deterministisch gewé&hlter Beispielpunkte
(Sigma-Points) in ihrer Statistik ndherungsweise beschrieben. X' sei eine Matrix mit 2n + 1 Sigma-Points

(Vektoren im Mehrdimensionalen) als Eintrage der Spalten:

T fiir i = 1
X0 = ﬁ(m)“) firi=2,- ,n+l (2.43)
gz—( (n+f<a)P””)(i) firi=n+2,---,2n+1
mit den Gewichten
w® = TR
w® = m firi=2,---,2n+1,

wobei w9 das mit dem izen Sigma-Vektor assoziierte Gewicht darstellt und Z?ﬁfl w® =1 ist. x ist

(4)
ein Skalierungsparameter und (\/(n + k) PI) kennzeichnet die i;. Spalte (oder Reihe) der Cholesky-
Faktorisierung der gewichteten Kovarianzmatrix (n + k) P*. Abbildung 2.3 zeigt die Lokalisierung und das
Gewicht (gekennzeichnet durch die Hohe) der Sigma-Vektoren eines typischen Satzes an Sigma-Vektoren

fuir eine zweidimensionale GAUSS'sche Zufallsvariable.

7z
==
.

7L

77 7 A “

77
77

Abbildung 2.3: Typische Lokalisierung und Gewichtung (indiziert durch Hdhe) von Sigma-Vektoren einer zweidimensionalen

GAUSsS'schen Zufallsvariable.

Um die Statistik (Mittelwert und Kovarianz) von y = g(z) zu bestimmen, wird jeder der Sigma-Vektoren

durch die nichtlineare Funktion propagiert

TO = g(x®) (2.44)
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und der approximierte Mittelwert sowie die Kovarianz und Kreuzkovarianz von y sind durch

2n+1
7 > w®.r® (2.45)
=1

2n+1 T
,Z O (Tm _ g) (Tm _ g) (2.46)
an:Jrll

S wl. (Xu) _ j) (Tu) _ g)T (2.47)

i=1

Q

Py

Q

pey

Q

gegeben. Dieser Vorgang ist als Unscented Transformation? bekannt. Bei der skalierten UT (Scaled Un-

scented Transformation, SUT) wird der originale Satz an Sigma-Vektoren durch
2O — 30 4 ( @ _ X(O)) (2.48)

ersetzt, wobei « ein Skalierungsparameter ist, der beliebig innerhalb des Intervalls 0 < o < 1 gewahlt
werden kann. Diese Formulierung liefert einen zusatzlichen Freiheitsgrad in der Verteilung der Sigma-

Vektoren und ermoglicht es, mogliche hohere Momente der Verteilung abzudecken. Setzt man
A= a*(n+k)—n, (2.49)
so erhdlt man einen neuen Satz an Sigma-Vektoren

firi=1

I

_ Q)
X0 = S ot (VT NPT) firi=2 41 (2.50)

Q)
a-:—( (n+)\)P””) firi=n+2,---,2n+1

mit den Gewichten

;M — A

whhm = e

whe = A4 1-a’+p

w(l)vm — w(i)’c = 2(71{’_)\) ful’ Z = 27 e ,2n + 1

Die Gewichtung des ersten Sigma-Vektors beeinflusst direkt den Fehler im vierten und héheren Momenten
symmetrischer Verteilungen [7]. Daher wird ein zusatzlicher Skalierungsparameter 3 eingefiihrt, der die
Gewichtung des ersten Sigma-Vektors beeinflusst. Um die Statistik (Mittelwert und Kovarianz) von y =

g(x) zu bestimmen, wird wiederum jeder der Sigma-Vektoren durch die nichtlineare Funktion propagiert

T = g(x®) (2.51)

2Der Begriff " Unscented” — " Unparfiimiert” wurde von JULIER& UHLMANN eingefiihrt. In ihren Arbeiten zeigten sie, dass das
Konzept deterministisch gew&hlter Punkte zur Approximation von Statistiken auch auBerhalb des Kalman Filter Kontextes
Giiltigkeit besitzt. Daher wurde die UT als der Transformationsprozess beschrieben, der "fiir sich selbst stehen kann” —

"unparfiimiert”. Dabei legen sie Wert darauf, dass die Behauptung, der Begriff solle implizieren, dass der EKF "stinkt”,

reine Spekulation sei.
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und der approximierte Mittelwert sowie die Kovarianz und Kreuzkovarianz von y sind durch
2n+1
g o~y wdmx® (2.52)
i=1

2n+1

- e (v _ 2 (v _ 7)" .
pY ; w (T y) (T y) (2.53)
2n+1

P~ Y we (X0 g) (T@)_g)T (2.54)
=1

gegeben. Die Entwicklung des Unscented Kalman Filters kann nun aus der UT/SUT und (2.35 — 2.37)
direkt erfolgen [7].

Il. Finite-Differenzen-Interpolation und der Central Difference Kalman Filter (CDKF)

Die Verfahren zur Finiten-Differenzen-Interpolation (FDI) wurden zeitgleich von [14] und [15] publiziert.
Nachfolgende Erlduterungen sind in Anlehnung an diese Verdffentlichungen verfasst. Die Funktion F(b) in

(2.39) sei approximiert durch das Polynom Poly zweiter Ordnung, welches

= (oG ; . . 1)(n+2)
@) _ (@) oo A Dn+2)
P (5 ) Pols (5 ) Fiir1<i< ; (2.55)
in den Punkten &() befriedigt. Diese sind gegeben durch
) <0, he(i), —he(i)> firl<i<n
€9 = (2.56)

he® + hel) firl <i<j<n,

wobei h > 0 die Schrittweite darstellt. Unter diesen Annahmen ist das Polynom Pols gegeben durch

- n o 1
Poly (s) = F(0)+ Zl aWs® 4 isTHs, (2.57)
wobei s(*) die i;. Koordinate eines Punktes s € R™ ist. Der Vektor a = (a(*)) und die symmetrische Matrix

H= (H(i)’(j)) sind definiert durch

nxn

F (he(i)) - F (—he(i))

@) = irl<i< :
a 5T , fur1<i<n (2.58)
. F (he®) —2F (0) 4+ F (—he®
noo _ ) }52) (The ), fir1<i<n (2.59)
N F (he® + heW) — F (—=he®) — F (=he@) + F (0
po _ et he?) - P hi )P A O iy i cj<n (@60
Somit wird (2.39) approximiert durch
. "1
~ — ZH®.@)
I ~ Ipp; = F(O)+2 SH (2.61)
und das Integral
- . 1 1
J = Fi(0)F2(b) - ——75 - exp <—§bTb> db (2.62)
R (2r)
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wird durch

1 1
J ~ PoliY (b)Poll® (b) - : —=bTb ) db
[ PPl o) e
= Jrpr
_ l{wlgl 1{%1+Z ( @1} ()42} 4 = H(z) OREITIOROR {2})
+Z H l)v(])v{l}H(Z ,(]),{2} (263)
i#]

approximiert, wobei Poléi} die quadratische Polynomapproximation von F, fiir i = 1, 2 ist. Alternativ kann

F durch Pol; approximiert werden, wobei

POll( = i

ist. Diese Approximation basiert nur auf den Werten F(j:he(i)) = Poly (j:he(i)), 1 <4< nund
F (0) = Poly (0) und benutzt die diagonale Korrektur zweiter Ordnung 37, (1/2) H-®) (5(0)?2 fiir die

F (1 he@®) . n AN
he ( ¢ )S@Jrz %Hm,(z)(S(z))z (2.64)

=1

zentrale Differenzenapproximation von F' in (2.57). Somit werden die Integrale I und J approximiert durch

1 1
I =~ / Polt™ (v) - - exp <——bTb) db
n ! (zw)"/Q 2
. . L
_ _ LMORG
= Irpr = F(0)+ E._l SH (2.65)

und

J o~ / Poli" (b) Poli?} (b) - L e (——bTb) db
. (2m)"/?

F (he l)) ( he(® ) 13'2 (he(i)) — 13'2 (—he(i))
2h 2h

+3° SHOOLHOO.) (2.66)
i=1

Die Entwicklung des Central Difference Kalman Filters ist nun in analoger Form zum UKF méglich. Es
kann gezeigt werden [7], dass die Funktionsauswertung durch die Approximation durch zentrale Differenzen

in Analogie zur UT auf einen Datensatz an Sigma-Vektoren der Form

J—; fiiri =1
, (@)
xO B (WVPT) " firi=2 (2.67)
(@)
f_(h\/ﬁ) firi=n+2,---,2n+1
mit den Gewichten
2
wlhm = hon
w®m = L fiiri=2,-- 2n+1
wdel # firi=2,---,2n+1
w2 — % firi=2,---,2n+1

20



fihrt. Der approximierte Mittelwert sowie die (Kreuz-)Kovarianz von y = g(z) ergeben sich wiederum

durch Propagation der Sigma-Vektoren durch g, d.h. T() = ¢(X®) und Berechnung durch

2n+1 ) )
TS Z w®m () (2.68)
i=1
ntl _ . N2 _ . . 2
PY ~ Z [w(z),cl i (T(z) _ ’r(nﬂ)) 4 (@2 (T(Z) 4yt _ 2'1*(1)) } (2.69)
i=2
P /w(2),c1 P {T(Q:nJrl) _ T(n+2:2n+1)] ’ . (270)

Dabei beschreibt ()2 das duBere Vektorprodukt, d.h. (s)? = ss”. Somit sind der UKF und der CDKF in
ihrer Struktur identisch, lediglich die Verteilungen werden durch verschiedene Sigma-Vektoren und Gewichte

reprasentiert.

I1l. GauB-Hermite-Quadratur und der GauBB Hermite Filter (GHF)

Das Verfahren zur GauB-Hermite-Quadratur und der GauB Hermite Filter wurden ebenfalls in [15] pu-
bliziert. Nachfolgende Erlduterungen sind teilweise in Anlehnung an diese Veroffentlichung verfasst. Im

eindimensionalen Fall ist die GauB-Hermite-Quadratur-Regel ¢, Ordnung durch (siehe, z.B. [16])

/n g (z)exp (—xz) dr = i w¥yg (:v(i)) , (2.71)
i=1

wobei die Gleichung fiir alle Polynome g(z) bis zur Ordnung 2¢—1 hilt. Die Quadratur-Punkte 2 und die
Gewichte w(®) konnen wie folgt berechnet werden (siehe, z.B. [17]): J sei eine symmetrische, tridiagonale
Matrix mit Nulleintrdgen in der Diagonalen und JOEHD) = Vif2, 1<i<qg-—1:

0 1/2

2 -

J = . (2.72)
(¢—1)/2
(¢—1)/2 0

Dann sind die Quadratur-Punkte gleich den Eigenwerten {A(V)} von J und w(®) = ‘(v(i))1]2, wobei (v(?),

das erste Element des it.,, normierten Eigenvektors von J kennzeichnet. Die Normierung ist:
()T = / exp (—2?) dz = /. (2.73)

Somit kann im eindimensionalen Fall

I = / f(;c)\/;_mexp[—% (“’;ZE)T dw = / f(b)\/12_ﬂexp<—%b2> db

= / g (b)exp (—b*) db, (2.74)
wobei g (b) = [ (b) 4= exp (5b°) und & = ob + & (dx = odb) ist, durch
=3 wiy (M) (2.75)
=1
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und im mehrdimensionalen Fall (2.39) durch
I ~ Igy = Z Z G(/\(“),)\(“),-~- ,/\(“‘)) w( (i) .. qplin) (2.76)
=1 in=1

approximiert werden, wobei G (b) = F (b) Wexp (3b”b). Fiir die Berechnung von Iy werden ¢"

Funktionsauswertungen bendtigt.

Aus der GauB-Hermite-Quadratur-Regel kann nun ein Filteralgorithmus fiir nichtlineare GAUSS'sche Syste-
me entworfen werden. Die Funktionsauswertung durch die GauB-Hermite-Quadratur-Regel fiihrt in Analogie

zum UKF und zum CDKF auch auf einen Datensatz an Sigma-Vektoren.

Somit sind der UKF, der CDKF und die GHF in ihrer Struktur identisch, lediglich die Verteilungen werden

durch verschiedene Sigma-Vektoren und Gewichte reprasentiert.

Sigma-Point Kalman Filter

Wie zuvor gezeigt, fiihren alle Quadratur-Regeln und hier vorgestellten Filter auf einen Satz an Sigma-
Vektoren. Aufgrund dieser Analogie konnen UKF, CDKF und GHF in der Gruppe der Sigma-Point Kalman

Filter (SPKF) zusammengefasst werden.

Der benétigte Rechenaufwand der drei Sigma-Point Kalman Filter wird durch
e (n+m)(2n + 1) Funktionsauswertungen beim UKF
e (n+m)(2n + 1) Funktionsauswertungen beim CDKF

e (n-+m)q™ Funktionsauswertungen beim GHF, wobei eine Quadratur-Regel g, Ordnung angewendet

wird,

bestimmt. Hier zeigt sich auch schon der gravierende Vor- und Nachteil der Verfahren. UKF und CDKF
approximieren die BAYES-Integrale, wohingegen der GHF die BAYES-Integrale nahezu exakt berechnet.
Dies resultiert in einem starken Anstieg an Rechenaufwand, was bei hoherdimensionalen Systemen schnell

dazu fiihrt, dass der GHF nicht mehr applizierbar ist.

Iterated Sigma-Point Kalman Filter

In [18] und [19] wurden in Analogie zum IEKF; iterierende Sigma-Point Kalman Filter entwickelt, welche
die Konvergenzeigenschaft der Filter weiter verbessern sollen. In [19] wurde lediglich der Pradiktionsschritt
des UKF beibehalten und mit dem Filterungsschritt des IEKF; verkniipft, also ein hybrider Filter aus
beiden Verfahren. Der von [18] vorgeschlagene iterierende UKF (IUKF) hingegen verkniipft die Vorteile der
statistischen Linearisierung (Sigma-Points) mit der Iteration und beschreibt den eigentlichen IUKF, welcher

im Nachfolgenden auch mit IUKF abgekiirzt sein soll. In Analogie zum IUKF kann auch der iterierende
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CDKF (ICDKF) hergeleitet werden, was im Rahmen dieser Arbeit umgesetzt wurde, hier aber nicht naher

beschrieben werden soll.

2.2.2 Methoden fiir Zufallsvariablen beliebiger Verteilung

Fiir den Fall, dass die Zufallsvariablen eines Systems nicht als normalverteilt angenommen werden kdnnen,
liefern die zuvor vorgestellten Algorithmen u.U. unbefriedigende Ergebnisse. Daher sind Inferenzverfahren
entwickelt worden, die die Gleichungen der RBS auch fiir nichtlineare, nicht GAUSS'sche Systeme approxi-

mieren.

Diese Verfahren sind notwendig, da die nichtlineare Transformation GAUSS'scher Verteilungen in nicht

GAUSS'schen Verteilungen resultiert. Siehe dazu Abbildung 2.4.

CAlyd

Abbildung 2.4: Verteilung von 10000 Partikeln durch das nichtlineare Systemmodell: z), = 0.5z _1 +25%§1—+8 cos(1.2k)+
k—1
Kk_1, wobei k_1 ~ N (k;0,10).

Hier wird besonders deutlich, dass das erste und zweite Moment die Verteilung nicht immer ausreichend

genau beschreiben.

Methoden direkter numerischer Integration

Diese Methoden sind allgemein bekannt als Gitternetzfilter (Grid-based filters) (GBF). Sie approximieren
die Integrale der RBS durch groBe, aber finite Summen iiber ein dquidistantes n-dimensionales Gitternetz
iber den gesamten Zustandsraum, siehe Abbildung 2.5. Die Methoden sind somit beschrankt auf Systeme
mit finiten Zustandsridumen, und fiir hdherdimensionale Systeme (hdherdimensional im Sinne von Systemen
mit mehreren Zustinden) wird der Rechenaufwand schnell extrem groB, weshalb diese Methoden fiir die
meisten Systeme der "realen” Welt nicht praktikabel sind. Fiir weitere Informationen sei auf [20] und [21]

verwiesen.
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Abbildung 2.5: Integration liber ein dquidistantes Gitternetz, aufgespannt iiber einen zweidimensionalen Zustandsraum.

Methoden mit GauB’scher Summenapproximation (GSA)

Es kann gezeigt werden [22], dass jedwede Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x) beliebig genau durch eine

Summe GAUSsS'scher Normalverteilungen (GMM, Gaussian mixture model) approximiert werden kann:

G
p(z) =~ pemm(z) = Z al9) -N(:v;:i(g),Pz’(g)), (2.77)

g=1
wobei G die Anzahl der Summanden darstellt, o die Komponentengewichte beschreibt und N (z; z, P*)
Normalverteilungen mit Mittelwertvektoren  und Kovarianzmatrizen P* beschreiben. Basierend auf diesen
GMM-Modellen wurden rekursive Filteralgorithmen entwickelt (wichtigste Literaturstellen sind [23, 24, 25,

26]), welche es erlauben, nicht GAUSS'sche Verteilungen abzudecken.

Legt man das dynamische Zustandsraummodell zu Grunde und nimmt ferner an, dass die Filterdichte
p(2k—1|Yx—1) zum Zeitpunkt k& — 1 bekannt ist und auch die Dichtefunktionen des System- und Messrau-

schens durch ein GMM-Modell approximiert werden kdnnen, mit
G

pornt (wxalVier) = 0 o N (w3, P (2.78)
g=1
M
pavm (Kk—1) = Z ﬁ,(c@l-/\/(m_l;kénf)l,PZfT)) (2.79)
m=1
J _ _
pamm (Ve) = Z 90;(:) -N(%;W;ﬁj),PZ’(J))a (2.80)
j=1

so kénnen nachfolgende Wahrscheinlichkeitsverteilungen ebenso als GMM approximiert werden:

1. Die pradizierte priori Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt k:

G/
p(@p|Yeo1) = pamm (2x|Yi-1) = Z Oél(jk),l 'N(fﬂk\kq;f,(fw),l,Pz[;(cg,)l)- (2.81)
g'=1
2. Die gefilterte posteriori Wahrscheinlichkeitsverteilung zum Zeitpunkt &:
G,, " " 1
p(xk|Yk) X PGMM ($k|Yk) = Z Oé](jk) N(xk\k’jl(ch)’Pi\)l(cq )) (282)
g''=1
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Dabeisind @ =G-M und G" =G - J=G-M-J (G, M und J sind die Anzahl der Komponenten
der GMM-Modelle fiir Verteilungen des Zustandes, des System- und Messrauschens). Die pridizierten

und gefilterten Mittelwerte und Kovarianzen der GMM-Modell-Komponenten von pgasas (25| Yk—1) und

pamim (k| Ye),

Pridiktion:  {zy) Py } (2.83)
Filterung : {fl(ﬁ;), Pg]zl’](f”)} , (2.84)

werden durch eine Bank paralleler Filteralgorithmen (z.B. EKF) berechnet. Die resultierenden Algorithmen
sind als Gaussian Sum Kalman Filter (GSKF) bekannt. Die Gewichte der GMM-Komponenten werden
durch die von SORENSON& ALSPACH [23] vorgeschlagene Methode berechnet, d.h. die Gewichte fiir die
Pradiktion sind gegeben durch

O‘Ecg)uk 1 z(cm)
g,j L = (2.85)

Zngml k1|k16

und die Gewichte fiir die Filterung sind gegeben durch

" O‘l(cgm) 1 ‘Pl(cj) Zl(cj)

Cple = K
Zg Z =1 ak\k 1 Spl(c) l(cj)

(2.86)

wobei

2 = pi)

(Yl 7k) (2.87)

die Likelihood-Funktion der Komponente j von pgasar (i) ausgewertet mit

ist.

Aus den hier aufgefiihrten Gleichungen ist ersichtlich, dass die Anzahl der GMM-Komponenten von G
auf G’ wihrend des Pradiktionsschritts und von G’ auf G wihrend des Filterungsschritts anwachst. Dies
hat zur Folge, dass mit fortschreitender Zeit die Anzahl der GMM-Komponenten exponentiell anwichst,
was einen praktischen Nutzen des Filteralgorithmus in dieser Form verhindert. Daher muss ein Reduktions-
schritt eingefiihrt werden, der die GMM-Komponenten so reduziert, dass die Anzahl der Filter pro Bank
nicht exponentiell wichst und der durch die Reduzierung entstehende Fehler gering bleibt. In [23] wird ein
Reduktionsschema fiir Verteilungsdichten identischer Varianz mit verschiedenen Gewichten und Mittelwer-
ten vorgeschlagen. Alternativ kénnen die Komponenten mit den geringsten Gewichten derart vernachldssigt

werden, dass die Gesamtanzahl der GMM-Komponenten konstant gehalten wird.

Methoden mit sequentieller Monte-Carlo-Simulation (SMC-Methoden, Partikel-Filter)

Die Partikel-Filter basieren auf Monte-Carlo-Simulation mit Sequentiellem Importance Sampling (SIS) [27],

[28]. Das verfolgte Ziel ist, die BAYES-Gleichungen direkt zu Idsen. In Analogie zu den GBF approximieren
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die SMC-Methoden die RBS-Integrale durch finite Summen. Im Gegensatz zu den GBF allerdings wird
iber ein stochastisch adaptives Gitternetz summiert. Dieses adaptive Netz, konzentriert an Orten hohen

Likelihoods des Zustandsraumes, wird durch eine Menge gewichteter Beispielpunkte (Partikel) definiert,

siehe Abbildung 2.6.

Abbildung 2.6: Integration iiber ein adaptives Gitternetz, aufgespannt iiber einen zweidimensionalen Zustandsraum.

Perfekte Monte-Carlo-Simulation

Die Filterdichte kann durch die empirische Naherung
1 o ;
) = planlvi) = &> 0 (e —a)”) (2.88)
i=1

approximiert werden, wobei die Partikel {z(V,i=1,2,..., N} aus p(z4|Y}) generiert werden und 4 (-)

die Dirac-Delta-Funktion beschreibt. Als Konsequenz daraus kann ebenso jeder Erwartungswert der Form

Elg (2h)] = / o (o) p(anlYe) do (2.89)

durch eine diskrete Summe approximiert werden:

- 1 i

Elg(e)] ~ Elg@)] = 5> g(a"). (2:90)
i=1

So resultiert daraus zum Beispiel fiir g (x,) = 5, die MMSE-Schiatzung &) ~ E [z |Y%]. Die Partikel :1:,(:)

sind voneinander unabhingig und identisch verteilt (u.i.v.), damit die Approximation hilt. Geht N gegen

unendlich, so konvergiert die geschitzte Erwartung nahezu sicher (n.s.) gegen die wahre Erwartung:

Elg (z)] = Elg (ar)]. (2.91)

Bayesian Importance Sampling

Im Allgemeinen ist die Filterdichte nicht bekannt. Diese Problematik wird durch das Importance Sampling
(IS) umgangen. Im Nachfolgenden sei Xy = {xo,x1,x2,..., 2} die Sequenz der Zusténde bis zum Zeit-

punkt k. Die Partikel werden von einer einfach handzuhabenden Ansatzverteilung 7 (X |Y):) gewonnen.
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Daraus folgt die Substitution:

E g (Xk)]

/ g () AR o vy
5| Y%)
Y| X&) p (Xk)

X
k

X,.[V2) dX
Y, (Xk|Yk)7T( k[Ye) X

I
—
e}
s
S
==
Vva

7 (Xi|Ye) dXy, (2.92)

wobei die wy (X}) als die unnormierten Gewichte bekannt sind, gegeben mit:

p (Y| Xi) p (Xy)

o= T )

(2.93)

Die normalisierende Dichte p (Y3) kann wie folgt eliminiert werden:

p(;)/ (Xk) we (Xg) 7 (Xk| Vi) dXg
J 9 (Xp) wi (Xp) 7 (Xe|Ye) dXg

7T( Xk Y
[ p( Yk|Xk (Xk) ZXERE dX

J 9 (Xp) wi (Xp) m (X |Y3) dX,
J e (Xg) 7 (Xg|Vi) dXy
Er [g (Xk) we (Xi)]

= E, fwe (Xn)] (2.94)

E[g (Xk)]

Dabei deutet E; [] an, dass die Erwartungswerte aus der Ansatzverteilung 7 (X|Y}) berechnet werden. Ge-
neriert man also Partikel von der Ansatzverteilung, so kann jedweder Erwartungswert wie folgt approximiert

werden:
L o () w (x0)
% vazl W (Xlgi))

_ ZN: “@(X“) (2.95)

i=1

wobei die normalisierten Gewichte gegeben sind durch:

, Wy (X,ii))
o) =
~ ,
Zj:l wr (X]gj))
(7)
Wi
= — k& (2.96)
N
Zj:l wl(cj)

Die Approximation in Gleichung (2.95) ist nicht erwartungstreu. Nichtsdestotrotz ist es méglich, asympto-
tische Konvergenz und einen zentralen Grenzwertsatz fiir E [g (X} )] zu erlangen, wenn folgende Annahmen

zutreffen [29]:
1. X,ii) sind unabhingig und identisch verteilte Partikel, generiert aus der Ansatzverteilung 7 (Xj|Y%).

2. Der Giiltigkeitsbereich der Ansatzverteilung schlieBt den Giiltigkeitsbereich der posteriori Verteilung

ein und E[g(X})] existiert und ist finit.
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3. Die Erwartungswerte von wy, und 1, g? (X}) der posteriori Verteilung existieren und sind finit.

Gelten diese Annahmen, so kann die posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte beliebig genau durch folgende

empirische Punktmassenapproximation beschrieben werden:

P = 3 a6 (X - X)), (2.97)

-

1=1

Sequential Importance Sampling (SIS)

Um eine sequentielle Schatzung der posteriori Verteilung zum Zeitpunkt k zu erméglichen, ohne die zuvor

simulierten Zustinde X,Ei)l modifizieren zu miissen, kénnen Ansatzverteilungen der Form

W(Xk|yk) = 7T(Xk_1|yk_1)7r($k|Xk_1,Yk) (2.98)

Verwendung finden. Hierbei wird angenommen, dass der aktuelle Zustand unabhingig von zukiinftigen
Messungen ist. Diese Annahme trifft auf die in dieser Arbeit betrachteten DSSM zu. Unter dieser Annahme,

dass die Zustdnde einem MARKOV-Prozess gehorchen und dass die Messungen unabhangig sind, gilt:

E

k
p(Xg) = p(zo H (xj]zj—1) und p (Yi| X%) H (yjlz;) (2.99)

Setzt man die Gleichungen (2.98) und (2.99) in Gleichung (2.93) ein, so kann eine rekursive Gleichung fiir

die Gewichte hergeleitet werden (siehe [7] fiir Details):

p (Yi| Xi) p (Xi)

w p—
k T (Xg—1|Yi—1) 7 (k]| Xp—1, V)
- p (Yi|Xy) p (Xi) 1
P (Y1 Xpk—1) p (Xp—1) 7 (2| Xp—1, Y)
— e Pklze) p (zhlE) (2.100)

(k| Xi—1,Yr)

Diese Gleichung ermoglicht ein sequentielles Updaten der Gewichte, sofern eine geeignete Ansatzvertei-
lung 7 (2| Xk—1, Ys) verfiigbar ist. Die exakte Form dieser Verteilung ist ein kritisches Entwurfskriterium.
Details dazu folgen im n&chsten Abschnitt, siehe Seite 29. Da Partikel aus der Ansatzverteilung gene-
riert werden kdnnen xgj) ~ 7 (x| Xk—1,Y%), i =1,..., N und sowohl Likelihood p(yk|:1:,(j)) als auch die
Transitionsdichte p(xgj)kck,l) auswertbar sind, miissen nur ein Initialdatensatz an Partikeln generiert und
iterativ die Gewichte berechnet werden. Die Gewichte des Initialdatensatzes an Partikeln sind identisch
wéi) = %, i =1,...,N. Diese Prozedur ist bekannt als Sequential Importance Sampling und erlaubt es,
Schatzungen der Form
N
~ 3l g( ) (2.101)
i=1
zu berechnen. Da in dieser Arbeit der Fokus auf den Filterungsprozess und nicht auf das Smoothing

gerichtet ist, muss nicht die gesamte Historie der Partikel-Trajektorien beriicksichtigt werden. Aus diesem
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Grund konnen g(X,gi)) und X,Ei) durch g(:c,(f)) und :v,(:) ersetzt werden. Somit kann jedwede posteriori

Filterdichte beliebig genau durch die empirische Punktmassenapproximation
N . .
palvi) = S @8 (a — o)) (2.102)
i=1
angendhert werden. Die Genauigkeit der Approximation ist lediglich durch die Anzahl der Partikel be-
grenzt. Im Gegensatz zu den GAUSS'schen Approximationsmethoden kdnnen so auch hdhere Momente von

Verteilungen wie Schiefe oder Wélbung sowie multimodale Verteilungen abgedeckt werden.

Wahl der Ansatzverteilungsdichte 7 (x| X1, Yi)

Wie bereits zuvor erw3hnt, ist die Wahl der Ansatzverteilung ein wichtiges/kritisches Entwurfskriterium fiir
die SIS-Algorithmen. DOUCET zeigt in [27], dass die optimale Ansatzverteilung die Varianz der Gewichte

minimiert. Er beweist, dass die Ansatzverteilung3
(2| X1, Vi) = p(@klor—1,91) (2.103)

die Varianz der Gewichte minimiert. Diese Verteilung wurde auch von anderen Wissenschaftlern hergeleitet
und ist als optimale Ansatzverteilung bekannt. Es kann gezeigt werden [7], dass die optimale Ansatzver-
teilung auf multidimensionale, nicht berechenbare Integrale fiihrt. Somit miissen andere Ansatze gefunden
werden. Die Transitionsdichte

m (2k Xp-1,Ye) = p(zk|zr-1) (2.104)

ist die meist verbreitete Ansatzverteilung, da sie aufgrund der Nichtberiicksichtigung der aktuellsten Mes-
sung einfach zu implementieren ist. Diese vereinfachte Implementierung kann gezeigt werden, indem man
die Ansatzverteilung in Gleichung (2.100) einsetzt:

P (yrlzw) p (k| zr—1)

7 (2| Xk—1, Yi)
P (yklzr) p (Tk|zr—1)
p(vg|Tr-1)
wi—1P (Y| TK) - (2.105)

W = Wg-—1

WE—1

Wiahlt man also die Transitionsdichte als Ansatzverteilung, reduziert sich das Updaten der Gewichte auf
die Auswertung der Likelihood-Funktion der Partikel und Multiplikation mit den Gewichten wg_1. Die
Transitionsdichte wird durch das dynamische Zustandsraummodell (DSSM) definiert. Legt man z.B. ein
additives, normalverteiltes Systemrauschen mit Mittelwert E[rx—1] und Kovarianzmatrix P" zugrunde, so

ist die Transitionsdichte durch
p(xglep—1) = N (zg; F(wr—1,ur—1,E[xk_1]), P") (2.106)

fiir diskrete Systemdynamik gegeben.

3A 2 B impliziert, dass B gewshlt wurde, um A zu approximieren.
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Obwohl die Wahl der Transitionsdichte als Ansatzverteilung zwar zu einer vereinfachten Implementierung
fiihrt, kann sie erhebliche Probleme verursachen. Da sie im Gegensatz zur optimalen Ansatzverteilung nicht
abhiangig von der aktuellsten Messung yy. ist, kann dies dazu fiihren, dass bei Auswertung des Likelihoods
nur eine geringe Anzahl an Partikeln signifikante Gewichte besitzt. Abbildung 2.7 veranschaulicht den Zu-

sammenhang.

priori Zustandsdichte p(x,|Y,)

Likelihood p(y,|x.)

(o] © O O 000000000 OO0 O /‘ 0\

Abbildung 2.7: Verschiebung der Partikel der priori Zustandsdichte in Regionen hohen Likelihoods.

Es ist daher von enormer Wichtigkeit, die Partikel vorab in Regionen hohen Likelihoods zu verschieben.
Dieses Problem tritt auch besonders dann auf, wenn die Likelihood-Verteilung sehr " gepeakt” /spitz im
Vergleich zur Transitionsdichte ist. Dieser Effekt wird z.B. durch hochgenaue, gering rauschende Sensoren

verursacht.

Degenerierung des SIS-Algorithmus

Der bis hierher vorgestellte SIS-Algorithmus hat einen gravierenden Nachteil: Die Varianz der Gewichte
wichst stochastisch mit der Zeit [27]. Fiir Details und Beweise sei auf [7] verwiesen. Dieser Effekt hat zur
Folge, dass in der Regel nach wenigen lterationen eines der normalisierten Gewichte gegen eins konver-
giert, wahrend die restlichen Gewichte gegen null konvergieren. Das bedeutet, dass eine groBe Anzahl von
Partikeln einfach vom gesamten Partikelsatz entfernt wird, da ihre Gewichtung gegen null konvergiert. Im
nachfolgenden Abschnitt wird eine Strategie vorgestellt, wie dieser Effekt gemindert (aber nicht ginzlich

beseitigt) werden kann.

Minderung der SIS-Degenerierung: Resampling

Der verfolgte Ansatz, den Degenerierungseffekt von Partikeln zu mindern, ist, Partikel mit geringen Gewich-
ten auszusortieren und Partikel mit hohen Gewichten zu multiplizieren, wobei die Gesamtanzahl an Partikeln
konstant gehalten wird. Ein brauchbarer Index fiir die Partikeldegenierung ist die effektive Partikelanzahl

Neyy, eingefiihrt in [30] und berechenbar durch:

Nejp = (2.107)
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Es ist leicht zu zeigen, dass 1 < N.sy < N, wobei Nqyy = N, falls alle Gewichte uniform sind, d.h.

) = + Viund Negp =1, falls ein Gewicht gleich eins und alle anderen gleich null sind. Unterschreitet

Ny einen Grenzwert Nyp,,, dann wird ein Resample-Schritt nach folgenden Prinzipien durchgefiihrt: Ein
Selektionsschema ordnet jedem Partikel :r,(j) eine Anzahl "Nachfahren” N® zu, wobei vazl N®O = N,
Dieser Vorgang wird " Resampling” genannt. In der Literatur sind mehrere Selektionsalgorithmen zu finden,

u.a. Sampling Importance Resampling (SIR) [31], Residual Resampling (RR) [28] und Minimum Variance
Sampling (MVS) [27], welche nachfolgend kurz beschrieben werden sollen:

1. Sampling Importance Resampling

Beim SIR-Selektionsschema wird die diskrete Verteilung
{xg’),w,@;i —1,.. .,N} (2.108)

in einer diskreten Verteilung mit Partikeln identischer Gewichtung

1

{xEj),N;j - 1,...,N} (2.109)

abgebildet. Dies geschieht, indem N neue Partikel identischer Gewichtung aus der diskreten Verteilung
{x,(f);i =1,..., N} mit der Wahrscheinlichkeit {u?,(:);z' =1,... ,N} generiert werden. Ein Verfahren zum

Generieren von Partikeln aus diskreten Verteilungen kann z.B. [32] entnommen werden.

2. Residual Resampling
Residual Resampling ist ein Zwei-Schritt-Selektionsschema, wobei SIR integriert wird. Im ersten Schritt
wird die Anzahl der "Nachfahren” N durch Anwendung der Ganzzahl-Funktion/Abrundungsfunktion
(floor function) deterministisch festgelegt:

NO = [N@?J . (2.110)
Dies hat zur Folge, dass jedes Partikel 2\ N{”-mal reproduziert wird. Im zweiten Schritt wird der SIR-

Algorithmus verwendet, um die restlichen

N
Ny = N-> N (2.111)
i=1
Partikel zu generieren, wobei nun aus der diskreten Verteilung mit Partikeln {:c,(f);i =1,... ,N} und neuen
Gewichten
o) = Nt (a"N - NO) (2.112)

die Partikel generiert werden. Diese Partikel beschreiben einen zweiten Satz an Partikeln N(i), wobei
Ny, = vazl Néi) ist. Die Gesamtanzahl der Nachfahren eines Partikels ist dann durch N(® = Néi) + lei)
gegeben. Residual Resampling ist weniger rechenaufwendig als SIR und resultiert in geringerer Varianz der

Partikel, daher sollte RR in der Regel als Selektionsschema Verwendung finden.
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3. Minimum Variance Sampling

Das MVS-Selektionsschema vereint das Stratified /Systematic Sampling, publiziert in [33] und den Tree
Based Branching Algorithm, publiziert in [27]. Dabei werden zunichst N Aquidistante Stiitzpunkte U
im Intervall [0, 1] mit Abstand % gebildet. Die Anzahl an "Nachfahren” N() entspricht der Anzahl an
Stiitzpunkten, die zwischen Z i w,(f) und Z;Zl ﬁ;,(f) liegen. Dieses Selektionsschema fiihrt zu einer noch

geringeren Varianz der " Nachfahren” als Residual Resampling, benétigt allerdings mehr Rechenkapazitat.

Alle Selektionsschemata fiihren auf einen Satz von N Partikeln, ungefahr verteilt gemaB der posterio-
ri Wahrscheinlichkeitsdichte. Es liegt in der Natur der Selektionsschemata, dass die Vervielfiltigung der
"fittesten” Partikel erfolgt, was u.U. dazu fiihren kann, dass einige Partikel keine "Nachfahren” besitzen
(N = 0), wobei andere eine groBe Anzahl an "Nachfahren” haben. Im Extremfall wird nur ein Partikel

N-mal reproduziert. In diesem Fall erfolgt trotz Resampling eine starke Degenerierung der Partikel.

Der gewéhnliche Partikel-Filter (Generic Particle Filter) (GPF)

Der Generic Particle Filter kann nun aus den vorgestellten Schritten Sequential Importance Sampling und
Resampling zusammengesetzt werden. Ausgehend von einer Initialverteilung p (x) wird ein Initialdatensatz
an Partikeln generiert. Dieser wird sequentiell durch SIS und Resampling in der Zeit vorwarts propagiert.
Schatzungen konnen iiber die empirische Naherung E[g (z)] = # ZZ 1 g( ()) gewonnen werden.
Abbildung 2.8 veranschaulicht den Algorithmus des GPF.
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Abbildung 2.8: Veranschaulichung des GPF-Algorithmus. Ausgehend von einem Satz Partikel identischer Gewichtung nach
der Generierung durch die Ansatzverteilung (Transmonsdlchte) {xk 1 N~1} wird durch Auswertung der Likelihood-Funktion
D (Yk—1|TK— 1) der Partikelsatz gewichteter Partikel {xk 1 w } generiert. Durch den Resampling-Schritt entsteht der Par-
tikelsatz {:ck L INT 11. Dieser wird wiederum durch die Transitionsverteilung in der Zeit vorwirts propagiert zum Partikelsatz

{x,(c), N~1} und der Algorithmus beginnt von Neuem.

Die Giite des GPF hangt im Wesentlichen davon ab, ob die zwei Annahmen
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e Monte-Carlo-Annahme (MC-Annahme): Die Dirac-Punktmassenapproximation liefert eine addqua-

te Reprasentation der wahren posteriori Verteilung.

e Importance-Sampling-Annahme (IS-Annahme): Es ist méglich, Partikel der posteriori Verteilung
zu generieren, indem man von einer geeigneten Ansatzverteilung Partikel gewinnt und Gewichtungs-

korrekturen vornimmt.

giiltig sind. Trifft eine dieser Annahmen nicht zu, liefert der GPF u.U. schlechte Schatzungen. Die approxi-
mierende Punktmassendiskretisierung fiihrt dazu, dass die Auflosung zu gering ist. Durch den Resampling-
Schritt wird u.U. ein Partikel viele Male reproduziert, was dazu fiihrt, dass die reprasentative Wolke an
Partikeln zu einem einzigen Partikel kollabiert. Als " brachiale” Methode, dieses Problem zu umgehen, kann
die Anzahl der Partikel drastisch gesteigert werden, was allerdings in einem massiven und evtl. unndtigen

Anstieg an Rechenzeit resultiert (und auch nicht immer Erfolg garantiert).

Nachfolgend werden Versionen des GPF vorgestellt, welche u.a. versuchen, die Problematik des Partikel-
Kollaps zu beheben oder zumindest zu verringern. Die vorgestellten Methoden entsprechen dem aktuellen
Stand der Technik auf dem Gebiet der Partikel-Filter. Dabei sei angemerkt, dass die nachfolgenden Ver-

sionen durchaus untereinander kombiniert werden kénnen (und auch kombiniert werden).

Versionen von Partikel-Filtern: I. Auxiliary Particle Filter (ASIR)

Der Auxiliary Particle Filter (auch Auxiliary Sequential Importance Resampling genannt) wurde erstmals
von PITT&SHEPHARD in [34] publiziert und von FEARNHEAD in [35] korrigiert. Fiir Details sei zusitzlich
auf [36] verwiesen. Die grundlegende Idee des ASIR ist, den Resampling-Schritt zum Zeitpunkt k& — 1 unter
Beriicksichtigung der aktuellsten Messung zum Zeitpunkt & durchzufiihren. Ausgehend von einer Appro-

ximation u,(f), welche den Zustand zj, bei gegebenen :c,(;zl reprasentieren soll (z.B. ,ul(f) = E[xﬂx,@l]

oder ;L,(:) ~ p(xﬂa:,@l)) werden die Partikel xl(jzl basierend auf der Likelihood-Funktion gewichtet und
durch einen der vorgestellten Resample-Algorithmen " ge-resamplet”. Die " ge-resampleten” Partikel zum
Zeitpunkt k£ — 1 werden nun durch das stochastische Systemmodell in der Zeit vorwérts propagiert. An-

schlieBend werden die generierten Partikel :v,(:) gemal

_ (i)
w) o Ly’“"r’é)) (2.113)
P(yelp,”)

neu gewichtet und der Algorithmus beginnt von Neuem.

Der ASIR hat gegeniiber dem konventionellen GPF den Vorteil, dass Partikel aus der Partikelwolke zum
Zeitpunkt k& — 1 generiert werden, welche durch den Resampling-Schritt unter Verwendung der aktu-
ellsten Messung zum Zeitpunkt k bereits in Regionen hohen Likelihoods verschoben sind. Bei geringem
Systemrauschen ist der ASIR gegeniiber dem GPF weniger anfillig gegeniiber AusreiBern in der Partikel-

wolke. Ist das Systemrauschen hingegen groB, reprasentieren die pradizierten Partikel MS) die Verteilung
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p(xﬂx,@l) schlecht und ASIR fiihrt den Resampling-Schritt folglich mit einer mangelhaften Reprasentation

von p(a:k|x§21) durch. In diesem Fall kann die Verwendung des ASIR die Schatzgiite verschlechtern.

Versionen von Partikel-Filtern: Il. Partikel-Filter mit verbesserter Partikelstreuung

Wie bereits zuvor erwadhnt, kann der Resampling-Schritt im SIR zum Partikel-Kollaps fiihren. Nachfol-
gend werden zwei Methoden vorgestellt, welche das Problem des Partikel-Kollaps durch einen veranderten
Resampling-Schritt adressieren. Die erste Methode ist der Regularization Resampling Step (RRS), die zwei-
te der Markov Chain Monte Carlo Step (MCMC).

Die grundlegende Idee des RRS (RRS in Kombination mit dem GPF fiihrt zum Regularized Particle Filter
(RPF)) ist, die Filterdichte p(zx|Y%), welche als diskrete Verteilung in Form einer gewichteten Partikelwolke
{z}, () wk)} v, vorliegt, durch Kernel-Schatzung durch eine kontinuierliche zu approximieren und von dieser
kontinuierlichen Verteilung ein neues Partikelsystem zu generieren. Dies garantiert, dass die Partikelwolke

nicht zu einem einzigen Partikel kollabiert.

Liegt das oben genannte Partikelsystem vor, so kann die Kernel Density Estimation (KDE) der Filter-
dichte durch

B (zx]Yr) Z Ky (a:k ,S)) " (2.114)

formuliert werden, wobei K der Kern (Kernel) skaliert durch die Kernel-Bandbreite A\ gegeben ist durch

(4)

1 k—l'k
K, = K . 2.115
= ( . ) (2.115)

Der Kern K ist eine symmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilung im IR™ mit den Eigenschaften:

« K>0
o [K(x)dr =1

o [zK(z)dz =0

o [|lz]2K (z)dz < oo

Der Kern und die Bandbreite werden so gewshlt, dass der Mean Integrated Squared Error (MISE) MISE =
Jin El(B(2k]Y%) — p(@x|Yr))?]dxy zwischen der Filterdichte und der KDE minimiert wird. Am einfachsten,

speziell im mehrdimensionalen Raum, ist es, einen GAUSS-Kern mit Einheitskovarianzmatrix zu verwenden?.

(@)

Dazu wird jedes Partikel 2" transformiert zu (§%) 1z, wobei §(S%)7 = P%,, und P%;, die empirische

4Es existieren auch andere Kerne, wie z.B. der optimale EPANECHNIKOV-Kern. Die Verwendung des EPANECHNIKOV-Kerns
fiihrt allerdings auf einen erhdhten Rechenaufwand mit nur geringfiigiger Verbesserung der KDE. Fiir weitergehende

Informationen sei auf [27] und [36] verwiesen.
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Abbildung 2.9: Kernel Density Estimation mit Gauss-Kern.

Kovarianzmatrix des diskreten Partikelsatzes ist. Die optimale Bandbreite ist dann gegeben durch [27]:

Nopt = (ﬁ) - (2.116)

Beim RRS wird somit im Anschluss an den Resampling-Schritt aus der KDE ein neuer Partikelsatz gewon-

nen. Dazu wird lediglich die empirische Kovarianz des Partikelsatzes {a:,(j),ﬁ),(j)}f\[:l berechnet und jedem

Index 7 ein neues Partikel a:,(j)* = :r,(j) + )\Optsme(i) zugeordnet, wobei e ~ N(€0,1,). In der Praxis, wo
die Verteilungen oft multimodal sind, wéhlt man Aoyt = ’\02“.

Die theoretischen Grundlagen des MCMC sind in [37] und [38] erldutert. Die Kernidee des MCMC ist, dass
ein Partikel :v,(:) nur dann einem neuen Zustand :v,(:)* zugeordnet wird, wenn ¢ < «, wobei ¥ ~ U(9;0,1).
Dabei ist « die so genannte Akzeptanzwahrscheinlichkeit, wobei & = min{1,R}. MCMC schlieBt sich
immer an den Resampling-Schritt an, also ausgehend von der Situation, in der

e N Partikel :c,(f) aus dem Resampling-Schritt und :C,(Ql die zu den "ge-resampleten” zugehorigen

Partikel zum Zeitpunkt k£ — 1 und
e N Partikel a:,(j)* ~ 77(:1:k|a:,(j11,yk) von einer Ansatzverteilung 7

generiert wurden, dann ist das METROPOLIS-HASTINGS-Verhaltnis R gegeben durch

_ Pl e D 2 o)
Pl ol (e ey )
Wahlt man beispielsweise als Ansatzverteilung 7 die Transitionsdichte p(x|zx—1), dann miissen lediglich

plyxlel’™)

pykles?)

(2.117)

die Likelihood-Funktionen zur Berechnung von R = ausgewertet werden.

Der RPF und der GPF mit MCMC-Schritt liefern i.d.R. eine verbesserte Schitzgiite als der konventio-

nelle GPF, besonders dann, wenn das System- und Messrauschen klein und somit der Partikel-Kollaps

schwerwiegend ist. Die zusatzlichen Schritte gehen naturgemaB auf Kosten der Rechenzeit.
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Versionen von Partikel-Filtern: Ill. Kernel Particle Filter (KPF)

Der Kernel Particle Filter [39] sieht eine Verschiebung der Partikel in Regionen dominanter Moden der
KDE durch Anwendung von Mean Shift Mode Seeking [40, 41, 42] vor. Bei gegebener KDE (2.114) wird
der Gradient der Verteilung geschatzt und die Partikel entlang des Gradienten in Richtung der Moden der

Verteilung verschoben.

Ausgehend von einer gewichteten Partikelwolke {a:,(j),lb,(j)}fvzl wird im Anschluss an den Resampling-
Schritt zunichst ein RRS durchgefiihrt, d.h. jedem Partikel \” wird ein neues Partikel gemaB z!"* =
2 4 AopS”e® zugeordnet. Die Moden der KDE entsprechen den Nullstellen des KDE Gradienten
Vp(zk|Yr) = 0. Mean Shift Mode Seeking ist eine elegante Methode, diese Moden zu lokalisieren. Jedes

Partikel xgj) wird nun in Richtung der Moden verschoben durch

N i NN 7))

m (o) = 220 (o — i) )l
k - - X -
it Ko (xl(f) - ivl(f)) !

(2.118)

Im Anschluss an die Verschiebung miissen die Partikel neu gewichtet werden [39]. {x,i')’(j)} sei die Parti-

kelwolke nach der ji,, Mean-Shift-Prozedur zum Zeitpunkt k, dann werden die Partikel gemaB

P (Il(j),(j) |Yk)

(@),(5)
w = =g — : (2.119)
Zg:l K (xé)’m _ xl(cg)y(ﬂ))
mit
» ($;(€Z)7(J)|Yk) x p (yk|$€;(;)’(J)) Zp (951(;)7(])@1(5271(])) wl(ggi)1 (2.120)
g=1

neu gewichtet und die Mean-Shift-Iteration beginnt von Neuem. Von CHANG werden in [39] zwei bis fiinf

Iterationen fiir drei- bis neun-dimensionale Zustandsraume vorgeschlagen.

In [43] wird ein Partikel-Filter-Hybrid aus dem ASIR und dem KPF vorgestellt, der Auxiliary Kernel Particle
Filter (AKPF), welcher die Vorteile beider Verfahren kombiniert und (in dem vorgestellten Beispiel) zu

einer verbesserten Schatzgiite fiihrt.

Versionen von Partikel-Filtern: IV. Adaptive Particle Filter (APF)

Typischerweise benotigt der GPF wahrend der Initialphase, wo groBte Unsicherheiten auftreten, mehr Par-
tikel als in der folgenden Schatzphase. Die Initialverteilung ist in der Regel breit und multimodal, wobei im
spateren Schatzprozess, nachdem eine Vielzahl von Observationen verwertet wurde, die posteriori Vertei-
lung stark " gepeakt” um wenige Likelihood-Hypothesen wird. FOX [44, 45] hat in seinen Arbeiten dieses
Problem adressiert und einen adaptiven Partikel-Filter entwickelt. Die Kernidee des APF besteht darin,
den Approximationsfehler der wahren posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte durch die Partikelwolke mit ei-

nem Grenzwert zu belegen. Als MaB fiir den Fehler wird die Kullback-Leibler-Distanz [46], [47] verwendet,

36



wodurch zu jedem Zeitschritt k& die Anzahl der Partikel so adaptiert werden kann, dass ein spezifizierter
Grenzwert der KLD eingehalten wird. Allerdings wird auch gezeigt (u.a. auch in [48]), dass aufgrund des
Mehraufwandes der KLD-Berechnung nicht zwangslaufig die Rechenanforderung reduziert wird. Aus diesem

Grund werden die adaptiven Partikel-Filter im weiteren Verlauf dieser Arbeit nicht weiter beriicksichtigt.

Versionen von Partikel-Filtern: V. Gaussian Particle Filter (EKPF, SPPF)

Auf die Degenerierung der Partikel wirkt sich am starksten die Verschiebung in Regionen hohen Likelihoods,
also eine ungenaue Ansatzverteilung, aus. Obwohl die Wahl der Transitionsdichte als Ansatzverteilung zwar
die IS-Annahme erfiillt, erfiillt sie diese allerdings auf Kosten der Nichtberiicksichtigung der aktuellsten Ob-
servation, was im Gegenzug zu einer raschen Degenerierung der Partikel und somit auf die Verletzung der
MC-Annahme fiihren kann. Um Partikel-Filter zu verbessern, miissen also bessere Ansatzverteilungen ge-

funden werden, die die aktuellste Messung beriicksichtigen.

Ein effektiver Ansatz, dies zu ermdglichen, ist eine durch einen GAuss'schen Inferenzalgorithmus (EKF,
IEKF, UKF, CDKF, GHF, etc.) generierte Verteilung der posteriori Wahrscheinlichkeitsdichte eines jeden

Partikels zu verwenden

T (@ Xp-1, Vi) = p(enler-1,up) (2.121)
~ qn (2k|Ye) (2.122)
- N(xk;féi),Pﬁi,gi)), i=1,....N (2.123)

woraus aus jeder dieser posteriori Verteilungen die Ansatzverteilung generiert wird. So wird zum Zeitpunkt
k aus jedem Partikel 17;(;21 der Mittelwert und die Kovarianz durch einen EKF, IEKF, UKF, ... berechnet.
Daraus werden jeweils die Partikel :c,(f) generiert, wobei die Gewichte nach der bereits vorgestellten Glei-

chung (2.100) bestimmt werden.

So entsteht eine Vielzahl von hybriden Algorithmen, die liber eine bessere Schatzgiite als der gewdhnliche
Partikel-Filter verfiigen. Allerdings kann die Verwendung der GAUSS'schen Inferenzalgorithmen fiir je-
des Partikel schnell extrem hohe Rechenanforderungen stellen. In der Regel wahlt man einen SPKF als

GAuss'schen Inferenzalgorithmus und erhilt so die Familie der Sigma-Point Particle Filter (SPPF).

Versionen von Partikel-Filtern: VI. Gaussian Sum Particle Filter (GSPF)

In [49] wird von KOTECHA&DJURIC der Gaussian Sum Particle Filter vorgeschlagen. Ausgehend von einer

GMM-Approximation des Zustandes und des Systemrauschens

G
pavm (Te—1|Ye—1) = Zoé;f_)l/\/(fl?kfl;f;@ppiﬁ)) (2.124)
g=1
M
povn(kr1) = Zﬁ,ﬁTiN(nk_l;ﬁ,i’ﬁ{,szT)) (2.125)
m=1
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wird durch Sampling und Propagation durch die nichtlineare Systemfunktion F

#0 N (e P (2.126)
A0~ N (ks PR (2.127)
w0 = F (2l w1 ) (2.128)

sowie Gewichtung durch w(9™) = oi? 571 /560 0@ 5™ ein GMM-Modell der priori Verteilung

poaim(@r|Yi 1) Z woN (s P (2.129)
gm=1
mit
(gm)  _ m),(7)
Tl = NZ e (2.130)
z,(gm) m),(7) m) (gm),(1) _ ~(gm)
Pk\kqfl = NZ k(\]k [ k(\]k 1)(Ik(|]k 1 _Ika 1) (2.131)

gewonnen. Von dieser Ansatzverteilung werden wiederum Partikel generiert und durch die aktuellste Mes-
sung gewichtet, wodurch eine diskrete Punktmassenapproximation der posteriori Verteilung p(xx|Y:) ge-
wonnen wird, welche eine Zustandsschatzung (z.B. MMSE) zulisst. Die Riickgewinnung des GMM-Modells

mit G Komponenten erfolgt durch die in [49] vorgeschlagene Resampling-Methode.

Versionen von Partikel-Filtern: VII. Gaussian Mixture Sigma-Point Particle Filter (GMSPPF)

Im Gaussian Mixture Sigma-Point Particle Filter wird die GMM-Approximation paaras (xx|Yr) generiert
durch GAuUss'sche Summenfilter (Sigma-Point Kalman Filter als Filterbank) als reprasentative Ansatzver-
teilung gewahlt:

7 (2] X1, Ye) = pamm (vx[Ve) . (2.132)
Die Partikel werden auch hier aus pgaras (2|Y:) generiert, wobei die Gewichte wiederum nach Gleichung
(2.100) bestimmt werden. Somit erhilt man eine gewichtete Punktmassenapproximation der posteriofi
Verteilung. Die GMSPPF reprasentieren die posteriori Verteilung allerdings naturgemaB durch ein GMM-
Modell. Somit muss aus der gewichteten Punktmassenapproximation wieder ein GMM-Modell erstellt wer-

den. Dies kann auf zwei Wegen erfolgen:

1. Resampling und Expectation Maximization Clustering
Hierbei werden die gewichteten Partikel zundchst einem Resampling-Schritt unterzogen und anschlie-

Bend wird ein Standard EM-Algorithmus verwendet, um das GMM-Modell zu generieren.

2. Weighted Expectation Maximization Clustering
Hierbei wird das GMM-Modell direkt aus der gewichteten Punktmassenapproximation der posterio-
ri Verteilung gewonnen [50]. Da das Resampling auch zur Degenerierung von Partikeln beitragen
kann, sollte das WEM-Verfahren bevorzugt werden. Allerdings ist grundlegend vom Inferenzproblem

abhangig, welcher Algorithmus zu wahlen ist.
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Die Abbildung 2.10 zeigt schematisch, wie der Algorithmus der GMSPPF funktioniert. N&here Details dazu

~o \ e
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Abbildung 2.10: Gaussian Mixture Sigma-Point Particle Filter.

sind in [51] zu finden.

Sicherlich existieren noch weitere interessante Variationen von Partikel-Filtern, wie z.B. der Rejection Par-
ticle Filter (TANIZAKI) oder der Rao-Blackwellization Particle Filter [27]. Im Rahmen dieser Arbeit sollen
diese allerdings nicht ndher beriicksichtigt werden und es wird sich auf die bisher vorgestellten Versionen

beschrankt. Sie seien nur der Vollstandigkeit halber genannt.

Schlussfolgerung

Alle hier aufgefiihrten approximierenden Methoden vereinfachen die RBS-Integrale in irgendeiner Form, z.B.
beziiglich der Form der Wahrscheinlichkeitsdichten oder der Systemstruktur. Dies geschieht, um praktisch
implementierbare Algorithmen zu erhalten. Die Genauigkeit und Giiltigkeit der Vereinfachungen sind fiir
jedes WI-Problem verschieden, wodurch gewisse Naherungsldsungen immer attraktiver als andere sein wer-
den. Wie bereits in der Einleitung erldutert, ist die Losung dieses Filterauswahl-Problems oder zumindest

eine Unterstiitzung Ziel dieser Arbeit.

Ein Teil der Algorithmen kann a priori vernachldssigt werden, da praktische Anwendungen nicht reali-
sierbar sind und somit der Filter uninteressant fiir den Anwender und die Evaluierung wird. Aufgrund

dessen werden in dieser Arbeit nur folgende viel versprechende Ndherungsldsungen untersucht:
e Methoden mit GAUSS'scher Approximation
e Methoden mit GAUSS'scher Summenapproximation
e Sequentielle-Monte-Carlo-Methoden

e Hybride Varianten aus den obigen Verfahren
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2.3 Kapitelzusammenfassung

In diesem Kapitel wurde zunichst die theoretische Losung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenz-
problems gezeigt. Diese ist durch die rekursive BAYES'sche Schétztheorie gegeben. Allerdings ist die RBS

nur fiir lineare GAUSS'sche Systeme exakt I6sbar.

Daher wurde vorgestellt, wie die RBS ndherungsweise auch fiir nichtlineare Systeme gelost werden kann.
Dabei wurden zunéchst die Losungen fiir GAUSS'sche Systeme (alle Dichten in der RBS sind normalverteilt)
vorgestellt. Approximiert man die nichtlinearen Systemfunktionen durch Taylor-Reihen erster Ordnung und
wendet auf die linearisierten Systeme die Gleichungen des Kalman Filters an, so erhdlt man die Lokal-
Methoden mit dem Extended Kalman Filter als Basis und verschiedene Variationen des EKF, wie z.B.
iterierende Verfahren IEKF. Approximiert man hingegen nicht die Systemgleichungen, sondern approxi-
miert man die Zufallsverteilungen durch diskrete Summen, so erhilt man die Quadratur-Methoden, bzw.
die Sigma-Point Kalman Filter. Diese haben gegeniiber den Lokal-Methoden den Vorteil, dass keine fort-

laufende Taylor-Linearisierung durchgefiihrt werden muss.

Fiir den allgemeinsten Fall der nichtlinearen, nicht GAUSS'schen Systeme wurden ebenfalls Naherungslo-
sungen vorgestellt. Nicht GAUSS'sche Verteilungen kdnnen durch eine Summe von gewichteten GAUSS'schen
Verteilungen approximiert werden. Aus dieser Annahme entstehen die Methoden mit GAUSS'scher Sum-
menapproximation. Als weit verbreitete Methode, nichtlineare, nicht GAUSS'sche Systeme zu behandeln,
wurden die Sequentiellen-Monte-Carlo-Methoden eingefiihrt, die die RBS-Integrale durch diskrete Summen
liber ein adaptives Gitternetz, konzentriert an Orten hohen Likelihoods des Zustandsraums, approximieren.
Des Weiteren wurden hybride Verfahren dargestellt, welche versuchen, die Vorteile der Hybrid-Komponenten

Zu vereinen.

In gewisser Weise stellen die Sigma-Point Kalman Filter auch SMC-Methoden dar, da sie die Integrale
der RBS durch diskrete Summen approximieren. Allerdings besteht der gravierende Unterschied darin, dass
die Auswahl der Beispielpunkte (Partikel) bei den SPKF deterministisch und nicht zufillig wie bei den
SMC-Methoden erfolgt.

40



3 Verschiedene Schatzprobleme, Variationen der

Algorithmen-Implementierung und spezielle Systeme

3.1 Verschiedene Schatzprobleme

Die Art des rekursiven Schatzproblems hangt vom untersuchten System und vom geforderten Inferenzziel

ab. Grundsitzlich unterscheidet man zwischen der Zustands-, Parameter- und dualen Schatzung.

Zustandsschatzung

Die Zustandsschatzung ist die klassische Aufgabe nichtlinearer Inferenzverfahren. Das System wird be-
schrieben durch ein nichtlineares diskretes Zustandsraummodell, siehe (2.7-2.8). Dabei sind die xj, die
unbeobachteten Zustande des Systems, uy, der bekannte Eingangsvektor und y; der Vektor der bekannten
Messungen. Das Systemrauschen r treibt das dynamische System, und das Messrauschen ~ korrumpiert
den Messprozess. Die Systemdynamik und die Messgleichung seien beschrieben und bekannt durch F und

‘H und seien parametriert durch einen unveranderlichen und bekannten Parametersatz.

Parameterschitzung zeit(in)varianter Parameter

Zeitinvariante Parameter

Die Parameterschatzung zeitinvarianter Parameter, oft auch bezeichnet als Parameteridentifikation, be-

schreibt die Aufgabe, ein nichtlineares, multidimensionales Kennfeld
Y = K:]: (97 [uk fk]) (3.1)

zu bestimmen, wobei Zj; den bekannten Systemzustand, uj den Systemeingangsvektor und y; den Sys-
temausgangsvektor beschreibt. Das nichtlineare Kennfeld CF (-) wird durch den Vektor 6 parametriert.
Das nichtlineare Kennfeld kann z.B. ein kiinstlich neuronales Netz (KNN) (6 setzt sich aus den Gewichten
und Bias zusammen) oder ein sonstiges statisches Systemmodell darstellen. Die Parameteridentifikation
beschreibt die Aufgabe, den Parametervektor 6 auf eine "optimale” Art und Weise zu schitzen. Typi-
scherweise wird ein Trainings-Datensatz mit Betriebspunkten {Xk, Uy, Yi} bereitgestellt. Die zuvor vorge-

stellten Inferenzalgorithmen konnen zur Losung dieses Schatzproblems verwendet werden, indem man eine
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Zustandsraumdarstellung der Art

O

Op—1 =F (xp—1 =0p—1,up—1 =0,K,_1 =0) (3.2)

e = KF Ok, [ur Tx]) + % = H (zr = Ok, wr, i) (3.3)

wahlt, wobei die Parameter 6, durch einen stationidren Prozess mit Einheitsmatrix | als Zustandstransi-
tionsmatrix ® beschrieben werden. Dabei bleibt der pradizierte Erwartungswert konstant und der Parameter
erhdlt lediglich wahrend des Filterungsschritts eine Adaption. Die Ausgangswerte y; entsprechen einer
nichtlinearen Beobachtung parametriert durch 6j,. Die Systemzustinde werden als bekannt vorausgesetzt

und konnen den exogenen Eingdngen zugeordnet werden.

Zeitvariante Parameter

In manchen Anwendungen konnen die Parameter nicht als zeitinvariant angesehen werden, da sie z.B.
durch Alterungsprozesse mit der Zeit driften konnen. Um adaptionsfdhige Algorithmen zu erhalten, muss

eine Zustandsraumdarstellung der Form

O

Or—1+ Fr—1 =F (X1 = Op—1,up—1 = 0, Kp—1 = Rp—1) (3.4)

yp = KF Ok, [ur Tx]) + v =H(zr = Ok, uk, Vi) (3.5)

gewahlt werden. Die Zustandstransition des Parametervektors wird in diesem Fall durch einen stochasti-
schen Prozess der Innovationsschrittweite & beschrieben. Dies hat zum Vorteil, dass der Parameter auch
wahrend der Pradiktionsphase einen Zuwachs erhdlt und der Filter stindig den Parameter updaten muss.

Man erhilt einen gegen Parameterschwankungen sensibleren Filter.

Die bestmogliche Wahl des "kiinstlichen” Systemrauschens & zur Parameterschitzung ist unterschiedlich
fiir jede Inferenzaufgabe und ist immer noch ein Gebiet intensiver Forschung. In [7] werden neben der Wahl
eines konstanten Systemrauschens % Methoden vorgestellt, welche das Systemrauschen On-Line adaptiv
justieren. Als wichtigste Methoden seien A-Decay-Method und Robbins-Monro genannt, wobei fiir Details
auf [52, 53] (A-Decay-Method) und [54, 55] (Robbins-Monro) hingewiesen sei. Die spiter vorgestellte

MATLAB® Toolbox ReBEL-loN erméglicht die komfortable Auswahl einer der Adaptionsmethoden.

Das duale Schatzproblem

In vielen technischen Anwendungen, speziell in der modellbasierten Diagnose, ist es notwendig, Zusténde
und Parameter gleichzeitig zu schitzen. Die Modellparameter sind somit zeitlich verdanderliche GréBen mit

(in der Regel) multiplikativem Eintrag auf die dynamischen Zusténde:
T = Hk,lxk,l. (36)

Somit wird auch aus nahezu jedem linearen Schitzproblem ein nichtlineares Schatzproblem. Besteht die

Schatzaufgabe darin, die Zustande und Parameter eines Systems gleichzeitig zu schatzen, so spricht man
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von gemeinsamer Zustands- und Parameterschatzung (Duales Schitzproblem). Diese Aufgabe kann durch
die in Kapitel 2 vorgestellten Naherungslésungen der RBS ebenso geldst werden. Dazu muss lediglich der
Zustandsvektor des Systems um den Parametervektor erweitert werden. Man erhdlt so den erweiterten

Zustandsvektor (augmented state vector):
Taug = [ 07, (3.7)

Je nach Innovationsansatz fiir die Parameter (s.0.) erhalt man so die erweiterte Zustandsraumdarstellung
eines stochastischen DSSM. Der erweiterte Zustandsvektor wird fiir die Schatzung wie bei der einfachen

Zustandsschatzung behandelt.

Die Ndherungslésungen der RBS kénnen somit auch fiir die gemeinsame Zustands- und Parameterschatzung
verwendet werden. Der duale Ansatz verkniipft den Zustands- und Parametervektor zu dem erweiterten
Zustandsvektor z4,4. Dadurch wird z.B. die Kreuzkovarianz zwischen Zustands- und Parameterschatzung
effektiv modelliert:
0
A A 3 ) T Pt P&
E [ (fasgk — E [Fang b)) Gongt — Efangs)”| = | ) . (3.8)
piz P@
k k
Die Erweiterung des Zustandsvektors erlaubt es dem dualen Ansatz, nicht nur die Unsicherheiten von
Zustands- und Parameterschatzung genau zu behandeln, sondern auch die Korrelation zwischen Zustands-

und Parameterschatzung effektiv zu beschreiben.

3.2 Variationen der Algorithmen-Ilmplementierung

Additives System- und Messrauschen

Fiir den speziellen, aber oft vorzufindenden Fall, dass das System- und Messrauschen rein additiv ist, re-
duziert sich die Rechen- und Implementierungskomplexitat aller Algorithmen. Die vereinfachten Zustands-

raummodelle sind nun durch

xp = flep_1,up—1) + kp—1 = F(@p—1,up—1,Kk—1) (3.9)

Yo = h(zkour) + e = Hlzk ue, i) (3.10)
fiir diskrete Systeme gegeben.

Square-Root-Implementierung (SR-lmplementierung) von GauB-Filtern

Aufgrund von Rundungsfehlern (z.B. Festkommazahl/Gleitkommazahl-Prozessoren) kann es bei GauB-
Filtern zu dem Effekt kommen, dass die Kovarianzmatrix P” ihre positive Definitheit verliert, was zur

sicheren Divergenz des Filters fiihrt. Um diesen Effekt zu umgehen, wird bei der SR-Implementierung nicht
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P?, sondern die Cholesky-Zerlegung S* propagiert, wobei
P = S§*(S")T (3.11)
P" = S§°(s")7 (3.12)

sind. Dadurch wird die positive Definitheit der Kovarianzmatrix garantiert.
Lokal-Methoden

Nachfolgend werden die Beweise fiir die Gleichungen der SR-Implementierung von Lokal-Methoden am

Beispiel des EKF fiir diskrete Systeme gezeigt:

Theorem 1. Die Cholesky-Faktorisierung der pridizierten (priori) Kovarianzmatriz Pi\k—l sei durch
St = | TESp, KS° | (3.13)

gegeben!

Beweis 1.

P£|kfl = Sz\kfl(‘sﬂk\kfl)T
(Ser-1)"(TH)T
(SK)TKT
= TESH i1 (Sip—1) (TR + KS*(S")TKT (3.14)

= | ggsi, Kst -

= jﬁpi—l\k—l(j}z‘)T +KP°K”

g.e.d.

Die o.a. Cholesky-Faktorisierung S, _; ist nicht quadratisch. Fiir den Filterungsschritt muss diese in eine
quadratische Form gebracht werden. Dies kann z.B. durch QR-Zerlegung (siehe Seite 45) erreicht werden.

Dann kann ebenso die Kovarianzmatrix fiir den Filterungsschritt in SR-Form berechnet werden.

Theorem 2. Die Cholesky-Faktorisierung der gefilterten (posteriori) Kovarianzmatriz Pi‘k set durch

St = St (T-3 (W) e+~ 37) (3.15)
mit den Definitionen
3 = (Shp-)(TR)" (3.16)
au? = rpPrt 4373 (3.17)
mom?” = TP TT (3.18)

gegeben!
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Beweis 2.

P£|k = Sﬁw(sm )T

= S (13 @) T ey 3T) - (13 @) T T 3T) (87 )
= st (-3 wron ) (13 (™) w75 (st
— S 1(1 3N (o) 3T 3((u+mt)T)_lu*13T

+3 (u0) " () 373 (W) ul3T)( o) (3.19)
— ST (I 307 ) ) e om”) ((u+sm)T) u3” )( Te-1)”
= St (=3 (") "0 137) (St )"
= St (1= 3 (49™) 7" 37) ()"

= k|k 1(Si|k 1)T
-1
= Siia (ST (T30 (T8 (ST (T + TPTT ) TSy (ST

1
= Prpq— k|k71(j73-0()T (jﬁpi‘kfl(jﬁ)T+1"P71"T) TP

q.e.d.

Die SR-Formulierung l&dsst sich so fiir nahezu alle Variationen des EKF verfassen — SREKF, SRIEKF,
SRAEKF. Allerdings existiert keine SR-Formulierung fiir den IEKFs.

Quadratur-Methoden

In [7] und [8] wurden ebenso fiir den UKF und den CDKF SR-Formulierungen (SRUKF, SRCDKF) verfasst,
um die positive Definitheit der Kovarianzmatrix P* zu garantieren. In den Standardformulierungen aller
Quadratur-Methoden, also auch im GHF, muss die Cholesky-Faktorisierung S*(S*)7 der Kovarianzmatrix
P® zu jedem Zeitschritt berechnet werden. Bei Rundungsfehlern kann dies dazu fiihren, dass P* seine

positive Definitheit verliert und der Algorithmus somit versagt.

Die SR-Formen der SPKF verwenden drei Verfahren der linearen Algebra, QR-Zerlegung, Cholesky-Faktor

Updating und Effiziente Least-Square-Methoden, welche nachfolgend kurz beschrieben werden:

1. QR-Zerlegung
Die QR-Zerlegung einer Matrix A € RX*N sei gegeben durch

~ QR, (3.20)

wobei Q € RV*L orthogonal, R € RX*L obertriangulir und N > L ist. Der obertrianguldre Teil von
R, R ist die Transponierte des Cholesky-Faktors von P — AAT, d.h. R' R = AAT — P.
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2. Cholesky-Faktor-Updating
Sei S der untertriangulire Cholesky-Faktor von P = AA”T | dann ist der Cholesky-Faktor des Rang-
1-Updates (oder Downdates)
P = P+ (3.21)

gekennzeichnet durch

S = cholupdate {S, 9, tv}. (3.22)

Falls ¢ eine Matrix und kein Vektor ist, resultieren aus dem Update 91 konsekutive Updates des

Cholesky-Faktors, wobei die 90t Spalten von ¥ benutzt werden.

3. Effiziente Least-Square-Methoden

Die Losungen der LS-Probleme

Az = b (3.23)

A = b (3.24)

konnen effizient durch MATLABs "\"- bzw. " /"-Operatoren bestimmt werden (trianguldre QR-

Zerlegung mit Pivotisierung bzw. GAUss-Elimination mit teilweiser Pivotisierung).

Wie in den Standard-SPKF wird wahrend der Initialisierung die Cholesky-Faktorisierung der Zustandsko-
varianzmatrix berechnet. Der propagierte und upgedatete Cholesky-Faktor wird anschlieBend verwendet,
um die Sigma-Vektoren direkt zu berechnen. Die Pradiktion des Cholesky-Faktors Sj;,_; wird durch QR-
Zerlegung der Verbundmatrix A, bestehend aus den propagierten, gewichteten Sigma-Vektoren X,flk_l und
dem Cholesky-Faktor der Kovarianz des Systemrauschens S”, berechnet. Das sich anschlieBende Cholesky-
Faktor-Update/Downdate ist nur fiir den UKF notwendig, da das erste Gewicht w(1):¢ negativ sein kann.
Diese zwei Schritte ersetzen das Zeit-Update der Zustandskovarianzmatrix Pi‘k_l. Der gleiche Zwei-Schritt-
Ansatz wird zur Berechnung des Cholesky-Faktors der Messfehlerkovarianzmatrix ng' Sg, verwendet. Um

die Kalman-Verstarkung K zu bestimmen, werden zwei geschachtelte LS-Lésungen verwendet:
K (SUsDT) = Py (3.25)
Ko = (PR/sDT) /st (3.26)

Da Sz quadratisch und triangular ist, konnen effiziente Methoden zur Lésung nach der Kalman-Verstarkung
verwendet werden, die ohne eine Matrixinversion auskommen. Zu guter Letzt muss der Cholesky-Faktor Si‘k
der posteriori Zustandskovarianzmatrix Pi‘k berechnet werden, indem m sequentielle Cholesky-Downdates

von Sj|;,_; berechnet werden. Die Downdate-Vektoren dabei sind die Spalten von il € R"*™ = ICkSZ.

Entkoppelte Zustands- und Parameterschitzung (GauB-Filter)

Die gemeinsame Zustands- und Parameterschitzung kann relativ schnell zu einem nichtlinearen Schatz-

problem hoher Dimension fiihren. Rechenintensive Matrizenoperationen wie Inversionen kénnen so schnell
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dazu fiihren, dass die Algorithmen nicht mehr echtzeitfahig sind. Eine Methode, dieses Problem zu umge-
hen, ist die entkoppelte Zustands- und Parameterschitzung (Decoupled Estimation), siehe z.B. [8], [56]
und [57]. Dabei erfolgt die Zustands- und Parameterschitzung durch zwei parallel laufende Schatzer fiir

den Zustand und die Parameter.

Die zwei DSSM, welche durch die Entkopplung entstehen sind

v = Fllar- O] up1,5i_y) (3.27)
ye = H([zx Ok 1], ur, ) (3.28)
fir den Zustandsfilter und
O = Op_1+R)_, (3.29)
ye = HF([Zr—1 O], un—1,K55_1) Ok, ur, k) (3.30)

fiir den Parameterfilter. Dies bedeutet, dass der geschatzte Zustandsvektor zum Zeitpunkt k—1 als bekannte
Konstante im Parameterfilter und der geschatzte Parametervektor als bekannte Konstante im Zustandsfil-

ter verwendet wird.

In [53] wird gezeigt, dass in der Theorie die gemeinsame Zustands- und Parameterschitzung eine hdhere
Giite als die entkoppelte Methode aufweist. Dies resultiert aus der Architektur der Algorithmen: Bei der Ent-
kopplung geht die Information iiber die Korrelation zwischen Zustands- und Parameterschatzung verloren,

d.h. die Kreuzkovarianzen verschwinden:
P = P3P = 0 (3.31)

Neben dem Verlust der Kreuzkorrelation, kann die Beobachtbarkeit der Parameter durch die Entkopplung
verloren gehen, wenn die Parameterdrift keine Auswirkungen auf die beobachteten Zustinde in einem

Zeitschritt hat. Die Entkopplung liefert dann einen Filter, der seine Aufgabe nicht mehr erfiillen kann.

3.3 Systeme mit finiten Zustandsrdumen

In vielen technischen Anwendungen sind die Zustandsrdume des zu beobachtenden Systems finit, z.B.
ist die Summe von Molenbriichen immer gleich eins oder Konzentrationen sind nicht negativ. Die bisher
vorgestellten Methoden in ihrer allgemeinen Form kénnen mit Zustands-/Parameterbeschriankungen nicht
umgehen, was in speziellen Anwendungen zu schlechter Schatzgiite fiihren kann. In diesem Abschnitt wird

gezeigt, wie Zustands-/Parameterbeschrankungen in die Filter integriert werden kdnnen.
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GauB-Filter

Unter der Annahme, dass man basierend auf der physikalischen Kenntnis des Systems, Bereichsbeschrankung-

en in den Formen

Dlneqx S d]neqa (333)

d.h. lineare Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen, definieren kann, gibt es mehrere Ansitze, die-
se in GF einzubauen. Ein Ansatz ist die Modellreduktion [58], was i.d.R. zu Zustandsraumdarstellungen
mit nicht interpretierbaren Zustandsvektoren fiihrt. Ein weiterer Ansatz ist, Bereichsgrenzen als " perfek-
te" Messungen in die Filter einzubauen [59, 60]. Beide Ansitze erméglichen lediglich die Behandlung von
Gleichheitsbeschrankungen. Ein weit verbreiteter Ansatz, welcher auch die Behandlung von Ungleichheits-
beschrankungen erlaubt, ist der so genannte Projektionsansatz [61]. Ausgehend von einer ersten unbe-
grenzten Schitzung &, welche der Maximierung & = argmax, p(zy|Yx) entspricht (bei GF entspricht
die MMSE-Schitzung der MAP-Schitzung), kann ein neues Optimierungsproblem mit Bereichsgrenzen
wie folgt definiert werden: Die Optimierung von p(zx|Y%) entspricht bei Annahme GAUSS'scher Verteilung
von p(z|Yy) der Minimierung &), = argming, (&, — Z)" (P%) (&% — Z). Unter der Annahme, dass

Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen bestehen, ergibt sich das neues Optimierungsproblem

jk,constr - 3rgmiHA (ik,constr - jk)T(Pi)il(jk,constr - ik), (334)

Tk,constr

so dass die Bedingungen

DE'q ik,constr - dE'q (335)
Dlneq ik,constr < d]neq (336)

erfiillt sind. Der Form nach ist das o.a. Optimierungsproblem ein quadratisches Optimierungsproblem, wel-
ches in MATLAB® mit der Funktion quadprog gelost werden kann. An dieser Stelle sei angemerkt, dass
fiir nichtlineare Filterprobleme p(x|Y%) i.d.R. nicht durch das erste und zweite Moment hinreichend genau

beschrieben werden kann, wodurch das o.a. Optimierungsproblem auch nur eine suboptimale Lésung liefert.

Fiir nichtlineare Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen entsteht ein nichtlineares quadratisches Op-
timierungsproblem, welches grundsitzlich durch von MATLAB® bereitgestellte Optimierer geldst werden
kann. Alternativ kdnnen auch die Nichtlinearitdten in den Modellgleichungen in zusatzlichen, kiinstlichen
Zustanden " versteckt” werden, wodurch das Problem wieder auf ein lineares Optimierungsproblem zuriickge-

fiihrt werden kann. Innerhalb dieser Arbeit soll aber nicht weiter darauf eingegangen werden.

SMC-Methoden

Nachfolgend wird ein Ansatz hergeleitet, wie harte Zustandsschranken der Form = < x < Zp, Ep > ZEp

in SMC-Methoden integriert werden konnen. Die Entwicklung von Ansdtzen zum Umgang mit linearen

48



Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen wie zuvor dargestellt, soll im Rahmen dieser Arbeit nicht

erfolgen, sondern soll Ausblick auf weitere Arbeiten auf diesem Gebiet sein.

Der hier vorgestellte Ansatz sieht vor, die priori p(xx|Y,—1) und posteriori p(zy|Ys;) Verteilung durch
GMM-Modelle zu approximieren und unter Beriicksichtigung der Zustandsschranken neue (beschrinkte)
Partikelsatze zu generieren. Wie bereits zuvor erwahnt (Seite 24), kann jedwede Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung p(x) beliebig genau durch ein GMM approximiert werden:

G
p(z) ~ pemm(z) = Z ol9) ~./\/'(a:;a_7(g),Pm’(g)). (3.37)

g=1

Ferner ist ein GMM, dessen Komponenten lediglich diagonale Kovarianzmatrizen besitzen, d.h. es gilt

P29 —0 (3.38)

]

ebenso in der Lage jedwede Verteilung genau anzundhern. Um die Giite approximierender Verteilungen zu
bestimmen, kann der BHATTACHARYYA-Koeffizient (BK) pp [62] herangezogen werden. Der BK zwischen

einer Ansatzverteilung 7(x) und p(z) ist definiert durch

pp(p,m) = /}Rn Vp(x) 7(x) de x 100 % (3.39)
pp(p,m) = Z V() - m(x) x 100 % (3.40)

reR"™

fiir kontinuierliche und diskrete Verteilungen, wobei die Bedingungen

/ pla) do

Spla) = Y @) =1 (3.42)

zeR™ zeR™

(3.41)

Il
3
—
8
~—"
=8
8
Il
—_

erfiillt sein miissen. Der BK ist nach oben beschrankt durch pp < 100 %, wobei pg = 100 % eine optimale
Ansatzverteilung, d.h. m(z) = p(x), kennzeichnet. Um Partikel-Filter mit Zustandsschranken zu entwickeln,
miissen Partikel aus GMM-Modellen generiert werden. Dazu kann folgender Algorithmus verwendet werden:
1. Bestimmung der pro Komponente g zu generierenden Partikelanzahl durch:
a) Generierung von N Zufallszahlen u ~ U (u;0,1).

b) Berechnung des Cumulative-Sum-of-Weights-Vektors CSW (@) = 39 o) ¢ = 1,...,G,
CSwO =o.

c) Die Anzahl an Zufallszahlen ¢, welche die Bedingung CSW 1 <y < CSW9) befriedigen,

bestimmt die Anzahl der zu generierenden Partikel aus Komponente g.
2. Generierung von ¢ (3. q = N) Partikel aus jeder Komponente g, z ~ N (x; (9, PI’(g)).

3. Verkniipfung der Partikel jeder Komponente zu einer Partikelwolke.
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pena (zD)

4. Bei Bedarf: Gewichtung jedes Partikels via w(® = SRTIwE Ol

Die vorgestellte Prozedur resultiert in einer Partikelwolke, welche gemiB paasar(x) = p(z) verteilt ist.

Es sei nun angenommen, dass ein Satz an harten Zustandsschranken der Form = € R"™*? existiert. Die

beschrankte Dichtefunktion p(x, Z) der unbeschrinkten Verteilung p(x) ist dann gegeben durch
_ p(z) T E=:
p(z,5) = Jeez?@® . (3.43)

0, sonst.

Im Nachfolgenden werden zwei Ansétze vorgestellt, wie aus der beschrinkten Verteilung p(z,Z) Parti-

kelsdtze generiert werden konnen.

I. Rejection Sampling (RS) aus einer beschrankten Verteilung

Wie zuvor vorgestellt, kdnnen aus der unbeschrankten GMM-Approximation pgasas(z) der Verteilung p(x)
leicht Partikel generiert werden. Uber RS werden Partikel aus der unbeschrinkten Verteilung gewonnen
(z ~ pamm(z)), solange bis die Bedingung x € = erfiillt ist. Der resultierende Partikelsatz ist gemaB
der beschrénkten Verteilung p(x, =) verteilt. RS ist eine simple und einfach zu implementierende Technik
um Zustandsbeschrankungen in die Generierung von Partikeln einzubinden. Der gravierende Nachteil des
eher naiven RS-Ansatzes ist, dass das Generieren von Partikeln aus beschrankten Verteilungen mit schma-
len Definitions-/Giiltigkeitsbereichen und/oder geringen Wahrscheinlichkeiten im giiltigen Bereich in einer
exponentiell anwachsenden Anzahl an abgewiesenen Partikeln und somit in exponentiell anwachsendem

Rechenaufwand resultiert. Die spater vorgestellten Beispiele demonstrieren diese Eigenschaft.

Il. Projection Sampling (PS) aus einer beschrankten Verteilung

Die Verteilung p(x) besitzt die Verteilungsfunktion

P(z) = / " ()i (3.44)

Angenommen p(z) sei beschrankt mit Grenzen = = [Zy Zp], 2o > Zy, dann ist P(x) ebenso beschrankt
mit A = [Ay Ao] = [P(Ev) P(Z0)], Ao > Ay. Existiert nun die Inverse der Verteilungsfunktion P~1(z),

d.h. P(x) ist bijektiv, so kénnen aus p(x, =) wie folgt Partikel generiert werden:
1. Generierung einer Zufallszahl u ~ U(u;0,1).
2. Setze Q= Ay + (Ao — Av) - u.
3. z=P Q).

Dieser Algorithmus verwendet dabei das Theorem der wahrscheinlichkeitstheoretischen Integraltransforma-

tion:
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Theorem 3. Sei x eine kontinuierliche Zufallsvariable mit streng monoton wachsender Verteilungs-
funktion P(x) und U = P(x) sei ebenfalls eine Zufallsvariable, dann ist U gleichverteilt auf dem
Intervall (0 1), d.h. Pr(U <u)=wu, 0 <u<1/

Beweis 3. [63] Die Aussage aus obiger Behauptung ist dquivalent mit der mathematischen Beschrei-

bung
P~ Hu) = inf (z|P(2) =u,0 <u < 1), (3.45)

d.h. die Inverse der Verteilungsfunktion P~1(u) ist grofite untere Schranke (Infimum) von x an der

Stelle P(x) = u. Daraus folgt

Pr(P7YU)<z) = Pr(inf(z|P(z)=U) <) (3.46)
= Pr(U<P() (3.47)
— P (3.48)

g.e.d.

PS garantiert, dass jedes resultierende Partikel x die Bedingung = € = befriedigt. Dies erlaubt es Partikel aus
beschrankten Zustandsraumen zu generieren, auch aus solchen die schmale Definitions-/Giiltigkeitsbereiche
und/oder geringe Wahrscheinlichkeiten im giiltigen Bereich besitzen. Die Bedingung ist, dass die Inverse

der Verteilungsfunktion existieren und bijektiv sein muss.

Die Restauflage ist also einen Ansatz zur Inversion beliebiger Verteilungsfunktionen P(z), x € R"™ her-
zuleiten. Wie bereits zuvor erwadhnt, kann jedwede Wahrscheinlichkeitsdichte genau durch ein GMM ap-
proximiert werden, wobei die Komponenten lediglich diagonale Kovarianzmatrizen besitzen. Somit kdnnen

nachfolgende Theoreme aufgestellt werden:

Theorem 4. Sind die Kovarianzmatrizen der Komponenten diagonal, so ist die n-dimensionale Dich-

tefunktion p(:v)(g) jeder Komponente g gegeben durch

~()\ 2
1 1 [z —x;
(9) _— . _Z ¢ i

0;

= Ipe)®. (3.50)
wobei P*9) = diag([(0§g))2 (Uég)y e (Ur(zg))z])!

Beweis 4. Die Dichtefunktion der n-variaten Normalverteilung mit Mittelwert T und Kovarianzmatriz

P* st durch
P) =~ exp |3 (=) (P (2 - 7) (3.51)
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gegeben. Die Kovarianzmatriz P ist diagonal, d.h. P* = diag([o? o3 ... 02]). So gilt fiir die Deter-

minante |P*| = [, 07 und somit fiir die n-variate Dichtefunktion

(3.52)

_ \/%Ul \/%Un . exp [_% <x1;5’1)21 ... exp [—% (“’"O__f")j (3.53)
- f[lpi(xi) (3.54)

g.e.d.

Korollar 1. Da Theorem 4 bewiesen ist, gilt fir die Verteilungsfunktion der Komponente g

0y

N = =@\ ?
¢ 1 1z —x;
Px)9 = / ———exp | —= | <t | | d# (3.55)
il;[l . \/%Uz(g) 2 (9)
_ HPi(iEi)(g)- (3.56)
i=1
Behauptung 1. (Ohne Beweis) Fiir eine univariate Normalverteilung mit Mittelwert T und Varianz

o2 gilt, dass die Verteilungsfunktion, gegeben durch

P(x) _/; ;W - exp l_% (“’;”5)2] dz, (3.57)

bijektiv ist und somit die Inverse

z =P " (P(z)|z,0%) (3.58)
existiert!

Behauptung 2. (Ohne Beweis) Da Theoreme 3 und 4 sowie Behauptung 1 giiltig sind, kann ein
Partikel von Komponente g unter Beriicksichtigung von Zustandsschranken iber nachfolgenden Algo-

rithmus gewonnen werden:

1. FORi=1,...,n
a) Generierung einer Zufallszahl u ~ U(u;0,1).

b) Setze Q = 22 (Buv,i) + (’P-(g) (o) — P (Ev.i)) - u.

K2 K2 K2

)z = (pl(g))fl(Qﬁgg), (U(g))Q)

K2

2. END FOR

3. Verkniipfung der einzelnen Zustinde v = [x1 2o ... z,]T.

4. Bei Bedarf: Gewichtung jedes Partikels via w® = %.
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Das resultierende Partikel befriedigt x € =. Die Kombination aus Verteilungsapprozimation durch
GMM und Partikelgenerierung mit Zustandsschranken erlaubt es Partikelwolken zu generieren, welche

gemdf p(x, =) verteilt sind.

Nachfolgend werden der RS- und der PS-Ansatz an zwei illustrativen Dichtefunktionen mit verschiedenen
Schranken demonstriert. Dazu wird zunachst eine eindimensionale Gamma-Verteilung mit Parametern A
und B betrachtet. Die einseitige Wahrscheinlichkeitsdichte, auf dem semi-infiniten Intervall © € [0, 00)
definiert, hat die Dichtefunktion
1 A-1 -2

p(z|A=3,B=1.25)= mx e’ B, (3.59)
wobei T" hier die Gamma-Funktion kennzeichnet (nicht zu verwechseln mit der Verteilungsmatrix T'(xy, uy)
der Messgleichung). Abbildung 3.1 zeigt die Dichtefunktion und drei GMM-Approximationen mit ver-
schiedener Komponentenanzahl GG sowie beispielhaft Zustandsschranken und einen beschrénkten Partikel-

satz. Tabelle 3.1 zeigt die Rechenzeiten zur Generierung von 100 Partikeln aus dieser Verteilung unter

GMM-Approximation Zustandsgrenzen und Partikel
025 ——T——— 71— 0'25”"”¢'HQH
r = = = = Exaktp(x|A,B) | ' = = = = Exaktp(x|AB)
02k ————— G=1,p, = 96% 02k . ———— G=6,p,=100% {}
[ —— G=2,p,=98% ! ---O--- Schranken
[ —— G=6,p, =100% ! A Partikel
0.15 0.15F 1
g | g |
=% =% |
0.1f b 01f ! 1
[ \
0.05 b 0.05F =] 1
O 1 1 0 e s b

Abbildung 3.1: Eindimensionale Gamma-Verteilung mit GMM-Approximation, Zustandsschranken und beschriankten Partikeln.

Rejection Sampling Projection Sampling
= th Abweisungen t
[3 6] 0.100s 162 0.0021s
[8 10] 0.837s 2446 0.0021s
[12 14] 8.944s 27560 0.0021s
[14 14.5]  92.34s 286600 0.0021s

. DELL PC, Intel CoreDuo CPU, 2x 1.86 GHz, 2GB RAM — Alle Simulationsstudien

Tabelle 3.1: Vergleich des RS- und PS-Ansatzes am Beispiel einer eindimensionalen Gamma-Verteilung mit verschiedenen

Zustandsschranken

Beriicksichtigung verschiedener Zustandsschranken. Wie erwartet wachsen beim RS-Ansatz der Rechen-
aufwand sowie die Anzahl an Abweisungen mit schrumpfenden Definitions-/Giiltigkeitsbereich und/oder
geringen Wahrscheinlichkeiten im giiltigen Bereich, wohingegen der PS-Ansatz fiir alle = gleichen Rechen-

bedarf besitzt. Nun wird der Ansatz am Beispiel einer zweidimensionalen, multimodalen Verteilung gezeigt,
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welche in Abbildung 3.2 dargestellt ist. Das approximierende GMM hat diagonale Kovarianzmatrizen und
erreicht einen BK von pp = 99.97%. Tabelle 3.2 fasst wiederum den Rechenbedarf der beiden Ansitze
zur Generierung von 100 Partikeln mit verschiedene Zustandsgrenzen = zusammen. Auch hier zeigt der
PS-Ansatz seine deutliche Uberlegenheit, besonders bei schmalen Giiltigkeitsbereichen. Wie in Abbildung
3.2 gezeigt, ist die resultierende Partikelwolke gemaB der beschrénkten Verteilung verteilt. Somit ist der

vorgestellte Ansatz fiir beliebige multidimensionale Verteilungen giiltig und auf solche applizierbar.

GMM-Approximation Draufsicht
o L B B N BN BN
6k BK: p;=99.97% E
4F . E
2- 4
X' OF E
2F E
AF E
6F E

Abbildung 3.2: Zweidimensionale, multimodale Verteilung mit GMM-Approximation, Zustandsschranken und beschrinkten

Partikeln.

_ Rejection Sampling Projection Sampling
- t Abweisungen t
—2.0 5.0
0.060s 69 0.005s
—-3.0 5.0
—-1.0 1.0
0.69s 1349 0.005s
—-1.0 1.0
—-0.1 0.1
56.95s 115328 0.005s
—0.1 0.1

Tabelle 3.2: Vergleich des RS- und PS-Ansatzes am Beispiel einer zweidimensionalen, multimodalen Verteilung mit verschie-

denen Zustandsschranken.

Partikel-Filter mit Zustandsschranken

Die Herleitung von Partikel-Filtern mit Zustandsschranken ist nun offensichtlich. Die unbeschrankten priori

und posteriori Verteilungen p(xx|Y,—1) und p(zg|Ys), in Partikel-Filtern durch

N
pa Y w8 (o - o) (3.60)
=1
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approximiert, werden durch ein GMM ersetzt und neue, beschrinkte Partikelwolken {:c,(f),w,(:)|5}i:1,,,,71v,

welche die beschrankten priori und posteriori Verteilungen

p(@k|Yi—1)

—pmllen) gy e g
p(xk|Yi-1,2) = Jo ez Pln¥is) (3.61)

0, sonst.

und

(k| Yi) T =.

i - ) [SHEN
p(axl¥i, B) = { Jmesp(m) (3.62)

0, sonst.

reprasentieren, konnen durch den vorgestellten Ansatz gewonnen werden. Diese Prozedur garantiert, dass
jedes Partikel der Bedingung xj, € E genligt. Dabei ist die Anzahl G an GMM-Komponenten ein kritisches
Entwurfskriterium. Entweder kann eine feste Anzahl an Komponenten G gewahlt werden oder G kann
adaptiv bestimmt werden, so dass beispielsweise ein gewiinschter BK erzielt wird. Letzterer Ansatz kann

zu genaueren GMM fiihren, allerdings auf Kosten erhéhten Rechenaufwandes.

Moving Horizon Estimation

Moving Horizon Estimation (MHE) ist ein neues Konzept zur Lésung nichtlinearer Filterprobleme mit Be-
reichsbeschrankungen. Uber einen bewegten Zeithorizont wird dabei zu jedem Tastschritt ein nichtlineares
Least-Square-Problem gelost. Der Ansatz basiert nicht wie bei den betrachteten Verfahren auf der RBS.
Obwoh| MHE eine vielversprechende Alternative darstellt, soll sie im weiteren Verlauf nicht ndher beleuchtet

werden. Wichtigste Literaturstellen sind [64, 65, 66, 67].

3.4 Systeme mit Totzeiten
Oftmals entstehen durch Modellbildung Systeme mit Totzeiten, welche sich in kontinuierlicher Form durch

beschreiben lassen. Durch Diskretisierung (siehe Kapitel 4.1.1, ab Seite 57), wobei 7, = t;, — ty—1 = dt

ist, entsteht daraus das diskretisierte Modell

T = f(xk,l,xk_l_ﬂ,xk_l_g,...,uk,l). (364)
Tk Tk

Sei M = T%k‘” so wird das Zustandsraummodell wie folgt erweitert:

Tk, J(@r—1,Th2, s Tho1-om, Up—1)
~ Fr1 1 0 00 Frs
7= = (3.65)
0 . 0
:f?k,gm 0 0 1 0 ii?k—l—fm

Hier wird bereits offensichtlich, dass Systeme mit groBen Totzeiten in hochdimensionale Systeme iibergehen.
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3.5 Kapitelzusammenfassung

Das Kapitel 3 besteht aus vier Hauptteilen:

Im ersten Teil wurde gezeigt, welche Arten von Schitzaufgaben mit der RBS gelést werden konnen.
Neben der klassischen Aufgabe der Zustandsschiatzung bieten die Inferenzverfahren die Moglichkeit, Sys-
temparameter rekursiv, entweder einzeln als nichtlineares Kennfeld oder gemeinsam mit den Zustdnden,
zu schatzen. Die gemeinsame Zustands- und Parameterschédtzung ist besonders fiir die modellbasierte
Diagnose von Interesse, da aus variierenden Systemparametern oder festgelegten Fehlerparametern gute
Diagnoseaussagen abgeleitet werden konnen. Die einfache Parameterschitzung kann ebenfalls zur MBD
eingesetzt werden, wenn nur statische Modelle vorliegen. Dabei ist die Diagnosegeschwindigkeit von der

Abtastfrequenz abhangig.

Im zweiten Teil wurden Variationen der Algorithmen-Implementierung aufgezeigt. Sind das System- und das
Messrauschen rein additiv, so vereinfachen sich die Algorithmen erheblich. Fiir die GAUSS'schen Inferenzver-
fahren wurden Square-Root-Implementierungen angegeben. Diese propagieren die Cholesky-Faktorisierung
der Zustandskovarianzmatrix anstelle der vollen Zustandskovarianzmatrix. Dies stabilisiert die Algorith-
men numerisch bei gleichem Rechenaufwand auf Plattformen, wo Rundungsfehler auftreten kdnnen. Auch
wurde die entkoppelte Zustands- und Parameterschatzung vorgestellt. Dabei wird die erweiterte Zustands-
raumdarstellung aufgetrennt und es werden fiir die Zustands- und Parameterschatzung getrennte Schatzer
verwendet. Dadurch reduziert sich der Rechenaufwand bei hochdimensionalen Systemen allerdings auf Kos-

ten der Filtergiite, da die Korrelation zwischen Parametern und Zustanden nicht modelliert wird.

Im dritten Teil wurde gezeigt, wie mit Systemen mit finiten Zustandsraumen, Gleichheits- und Ungleichheits-
beschrankungen umgegangen werden kann. Es ergibt sich fiir GAUSS'sche Systeme ein quadratisches Op-
timierungsproblem, welches zusatzlich in die Algorithmen implementiert werden muss. Fiir SMC-Methoden
konnen durch GMM-Approximation der unbeschrankten priori und posteriori Verteilungen neue beschrankte

Punktmassenapproximationen iiber einen Projektionsansatz gewonnen werden.
Im vierten Teil wurde gezeigt, wie mit totzeitbehafteten Systemen umgegangen werden kann. Die Sys-

temordnung erhoht sich dabei in Abhangigkeit von der Schrittweite der Diskretisierung und der GréBe der

Totzeiten.
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4 Evaluierungsmethodik und Matlab® basierte Toolbox
ReBEL-IoN

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie ausgehend von einem technischen System, definiert in Kapitel 1 (Sei-
te 1), Schritt fiir Schritt ein Inferenzverfahren ausgewahlt werden kann. Dazu wird zunichst skizziert,
wie ausgehend von Modellbildung und Diskretisierung ein stochastisches DSSM gewonnen werden kann.
Im Anschluss daran wird gezeigt, wie die Beobachtbarkeit des stochastischen DSSM nachgewiesen wird.
AbschlieBend folgt die Beschreibung der entwickelten Test- und Bewertungsmethodologie sowie eine Vor-

stellung der in MATLAB® entwickelten Simulations- und Testumgebung.

4.1 Modellbildung Referenz-/Filtermodell

Der Realisierung eines Filters geht eine Modellierung des Systems voraus, fiir das eine Inferenzaufgabe
gelost werden soll. Klassischerweise kann solch eine Modellbildung analytisch und/oder empirisch erfolgen.
Bei der analytischen Modellbildung werden durch Analyse des Systems Erhaltungsgleichungen (Impulssatz,
Energieerhaltung,...) gewonnen, welche i.d.R. in eine oder mehrere Differentialgleichungen miinden. Physi-
kalische Gesetze bilden die Grundlage solcher Systemgleichungen. Bei der empirischen Modellbildung wird
durch Systemtests und Parameteridentifikation i.d.R. aus einem Pool an parametrierbaren, allgemeinen

Modellen (DGL(n), Regressionsmodelle, KNN, ...) das bestmdgliche ausgewshlt.

4.1.1 Zeitliche Diskretisierung kontinuierlicher Systeme

Speziell im Ingenieurwesen, also bei technischen Systemen, resultiert aus einer Modellbildung eine (nicht)line-

are, mehrdimensionale zeitkontinuierliche Differentialgleichung in Zustandsraumdarstellung der Form
T = fkon (a:,u;t). (41)

Um die in dieser Dissertation vorgestellten Inferenzverfahren und die Evaluierungsmethodik auch auf solche
Systeme anwenden zu kdnnen, miissen diese zeitlich diskretisiert werden. Das heiBt, die Differentialgleichung

(4.1) wird approximiert durch die Differenzengleichung
T = f(xkfl,ukfl). (42)

Wie schon in (4.2) indiziert, soll der Zustand ) nur aus Informationen des vorherigen Zustands zj_1,

des externen Eingangs ux_1 und der nichtlinearen Systemgleichung f berechnet werden. Somit scheiden
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Mehrschrittverfahren kategorisch aus, die durch Einbeziehen von mehreren vergangenen Zustidnden den
Folgezustand zj berechnen. Die Anwendung von impliziten Diskretisierungsverfahren resultiert in nichtli-
nearen Gleichungssystemen fiir den Zustand xy, die zu jedem Zeitschritt geldst werden miissen. Eine solche
Diskretisierung ist auf die Inferenzverfahren anwendbar, fiihrt jedoch zu einem erhdhten Rechenaufwand

durch bendtigte Losungsverfahren und zu einem erhohten Implementierungsaufwand.

Explizite Einschrittverfahren

EULER-Verfahren

Die Basisversion der Diskretisierungsmethoden ist das explizite EULER-Verfahren. Dabei ist die Differen-

zengleichung/Verfahrensfunktion durch

Ty = Th—1+ Tk fron (T,uit =tp_1)
= Zp—1+ Tk fron (Tr—1,Uk—1;tk—1) (4.3)

f ('rkflaukfl)

gegeben, wobei 7, =t — 1 ist.
HEUN-Verfahren
Die HEUN-Diskretisierung verspricht verbesserte Genauigkeit im Vergleich zum EULER-Verfahren. Die

Diskretisierung durch dieses Trapez-Verfahren ist gegeben durch:

on (T, u;t =tk—1) + Jron (T, u;t =1
Tp = Tp—1 +Tk'fk ( b 1)2 Jion ( k) (4.4)

Der rechte Term iiber dem Bruchstrich verlangt implizit den Zustand x sowie den exogenen Eingang zum
Zeitpunkt tg, daher ist das Verfahren ein implizites Verfahren. Da zj nicht verfiigbar ist, kann xj durch
die EULER-Diskretisierung ersetzt und ein neuer Eingang tg_1 = [up—1 uk]T definiert werden:

Fron (Th—1, Uk—1:tk—1) + Fron (Tk—1 + Tk fron (Tr—1, Uk—1;tk—1) , Uk; tk)
2

= [(zp-1,Uk-1)- (4.5)

T = Xk—1+Tk-

Ableitungsfreie Diskretisierungen héherer Ordnung

Das HEUN-Verfahren hat gezeigt, dass durch die verschachtelte Auswertung der Systemfunktion die Kom-
plexitdt der diskretisierten Systemgleichungen rasch ansteigt. Prinzipiell ist die vorgestellte Synthese von
diskretisierten Systemgleichungen auch auf hohere Diskretisierungsverfahren z.B. SIMPSON und RUNGE-
KuTTA anwendbar, fiihrt aber insbesondere bei hoherdimensionalen Systemen schnell zu nicht handhab-
baren (auf dem Papier) Gleichungen. Daher wird an dieser Stelle auf weitere Ausfiihrungen verzichtet. Fiir

Hinweise auf Diskretisierungen hoherer Ordnung siehe z.B. [68], [69].
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Implizite Einschrittverfahren

EULER-Verfahren

Die Differenzengleichung/Verfahrensfunktion des impliziten EULER-Verfahrens ist gegeben durch

Ty = Th—1+ Tk fron (T,uit =tg)

= ZTp-1+ Tk fron (Tk, uk; tr) , (4.6)

wobei 7, =ty —tr_1 ist. Die Gleichung zeigt, dass zur Berechnung des Folgezustandes z, der Folgezustand
xr, gegeben sein muss, daher ist dieses Verfahren implizit. Es entsteht ein nichtlineares Gleichungssystem,

welches zu jedem Zeitschritt gelost werden muss. Stellt man um, erhilt man
0 = op — k1 — Tk * fron (Th, ur; tr) - (4.7)

Die Nullstellen dieses Gleichungssystems beziiglich z entsprechen dem gesuchten Folgezustand xy.

HEUN-Verfahren

Das implizite Trapez-Verfahren wurde bereits bei der expliziten HEUN-Diskretisierung vorgestellt:

on (T, Ut = tg— on (T, u;t =1
xk71+7’k'fk (@, " 1)2+fk (@, u ) (4.8)

on (Th—1,Uk—15Tk—1) + fron (Tk, uk; T
$k71+7k~fk (Tp—1,Uk—1 k21) Fron (Tk, uk k). (4.9)

T

Der rechte Term iiber dem Bruchstrich verlangt implizit den Zustand x zum Zeitpunkt ¢;, daher ist das
Verfahren ein implizites Verfahren. Auch hier muss zu jedem Zeitschritt ein nichtlineares Gleichungssystem

gelost werden. Stellt man um, so erhilt man

on (Th—1, Up—1; L on (T, Uk; T
O:xk—xkq—ﬂg.fk (Th—1, Ur—1 k21)+fk (2, k) (4.10)

Die Nullstellen dieses Gleichungssystems beziiglich x; entsprechen wiederum dem gesuchten Folgezustand

Tl

Jacobi-Matrizen fiir Lokal-Methoden

Die Lokal-Methoden benbtigen die zeitvarianten Differentialmatrizen J& = 522~ sowie K = 522 fiir die
k—1 Rk—1
Kovarianzpradiktion. Wie diese aus den verschiedenen Diskretisierungen hergeleitet werden konnen, wird

nachfolgend gezeigt.

Explizite Diskretisierung

Die expliziten Diskretisierungen (EULER, HEUN) liefern eine Differenzengleichung der Form

T = f(l'k—laak—l)- (4.11)
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Untersucht man fiir das gegebene System die RauschgroBen (vgl. Kapitel 4.1.2, ab Seite 62), so entsteht

eine Differenzengleichung der Form
zp = F (Tp-1,Uk-1, Kk-1) , (4.12)

welche der Systemgleichung entspricht, fiir die die Inferenzverfahren in dieser Arbeit untersucht werden.

Die Bestimmung der benétigten Differentialmatrizen kann direkt aus dieser Darstellung erfolgen.

Implizite Diskretisierung

Erfolgt die Diskretisierung durch ein implizites Verfahren, so ist die Bestimmung der Differentialmatri-
zen deutlich komplizierter und vor allem eingeschréankter. Um eine Berechnung zu ermdglichen, muss die

Verfahrensfunktion zunachst derart umgeformt werden, dass eine Form
T = Tk-1+ .f]mp (xk, Uk; tr, tkfl) (413)

resultiert. Die implizite EULER-Diskretisierung liefert sofort diese Darstellung. Bei der impliziten HEUN-
Diskretisierung kann dies durch eine Verschachtelung analog zur expliziten HEUN-Diskretisierung erfol-
gen, indem der Zustand xj_1 durch eine implizite EULER-Diskretisierung ersetzt wird. Diese suboptimale
Transformation resultiert in nur einer geringfiigigen Verschlechterung der Genauigkeit. So resultiert die

transformierte HEUN-Diskretisierung:

on \ Lk — T - On.CC,U;t ,U,;t, + OnZC,U;t
CCkZCCk—l-i-Tk'fk (g fron (Tr, uk k)2k1 k—1) + fron (k. Uk k)' (4.14)

Sowohl die implizite EULER-Diskretisierung als auch die implizite HEUN-Diskretisierung fiihren nun auf die

Systemgleichung

Ty = Tp—1+ f]mp (CCk, ﬁk;tkvtkfl) (415)

bzw.

The1 = Tk — frmp (T, Us th, too1) = fiip(fl?k,ﬁk)v (4.16)

wobei 7y wiederum den Vektor der exogenen Einginge [ux_1 ug|? darstellt. Da beide Einginge ohne-

hin zur Verfiigung gestellt werden miissen (Pridiktions- und Filterungsschritt), werden keine zusitzlichen

oOF
OKk—1

oOF

Speicherressourcen benétigt. Die Berechnung der Jacobi-Matrizen Ber und , welche zur Kova-

rianzpradiktion bendtigt werden, kann nur suboptimal und im Fall additiven Systemrauschens erfolgen.

N&herungen sind dann

afst \ 7
oF Tpap (4.17)
6:%_1 afk
OF
P I. (4.18)
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Kondition, Konsistenz und Stabilitat

Drei in der Numerik verwendete Bewertungskriterien zur Beurteilung von Fehlern sind Kondition, Konsistenz
und Stabilitat [70]. Alle drei Kriterien bewerten die Entstehung von Fehlern, unterscheiden sich aber in der

Definition der Fehlerquellen.
Kondition

Die Kondition beschreibt die Abhangigkeit der Stérung einer geniigend glatten mathematischen Operation
x = OP(u) von der Stérung der Eingangsdaten w, unabh&ngig von der Wahl des Ldsungsverfahrens.

Aufgrund dieser Unabhéngigkeit ist die Kondition keine fiir dieses Kapitel interessante GroBe.
Konsistenz

Die Konsistenz beschreibt, mit welcher Genauigkeit ein Verfahren die Differentialgleichung approximiert.
Die Konsistenzordnung (Ordnung des globalen Fehlers) p eines Verfahrens mit Verfahrensfunktion F'(x,t, 7)
(7: Schrittweite) entspricht der Anzahl der iibereinstimmenden Terme in den Taylor-Entwicklungen nach 7

von z(t + 7) und von F(z,t,7). Der lokale Fehler des Verfahrens ist dann von der Ordnung p + 1.

e EULER explizit:
Konsistenzordnung: O (1)
Lokale Fehlerordnung: O (72)

e HEUN explizit:
Konsistenzordnung: O (72)
Lokale Fehlerordnung: O (73)

e EULER implizit:
Konsistenzordnung: O (1)
Lokale Fehlerordnung: O (72)

e HEUN implizit:
Konsistenzordnung: O (72)

Lokale Fehlerordnung: O (7%)
Stabilitit

Ein numerisches Verfahren gilt dann als stabil, wenn die numerische Losung fiir groBe Zeitwerte gegen die
exakte Losung konvergiert. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass numerische Stabilitdt des Diskre-

tisierungsverfahrens nichts mit der Stabilitat der Differentialgleichung zu tun hat.

Fiir die hier vorgestellten Verfahren l&sst sich analytisch ein Stabilitatsgebiet bestimmen, fiir die Herleitung

sei z.B. auf [69] verwiesen, welches in Abbildung 4.1 gezeigt ist. Fiir lineare Systeme entspricht p := A7
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Im(u)

Abbildung 4.1: Stabilitdtsbereich des expliziten EULER- und HEUN-Verfahrens [69] (global fiir lineare Systeme, lokal fiir

nichtlineare Systeme).

dem Produkt aus Schrittweite und Eigenwerten des Systems und man erhélt einen global giiltigen Stabi-
litatsbereich. Bei nichtlinearen Systemen entspricht A den Eigenwerten des linearisierten Systems und man
erhalt lediglich eine Aussage liber lokale Stabilitat. Besonders bei steifen Systemen mit groBen Eigenwerten
wird eine sehr kleine Schrittweite fiir alle Zeitschritte bendtigt, was in sehr groBe Rechenzeiten miinden
kann. Hier bieten die impliziten Verfahren einen deutlichen Vorteil und ihr groBerer Implementierungsauf-
wand macht sich bezahlt. Es kann gezeigt werden, dass fiir die implizite EULER- und HEUN-Methode die

Stabilitatsgebiete

Apuer = {p € C | Re(p) < 0} (4.19)

Appon: = {pn € C | Re(p) <0} (4.20)

gelten, d.h. die linke Halbebene von C ist Stabilitdtsbereich. Dies bedeutet, dass die implizite EULER- und
HEUN-Methode absolut stabil (A-stabil) sind. Somit erhalt man auch fiir steife Systeme stabile Diskreti-

sierungen mit groBeren Schrittweiten (wobei die Schrittweite durchaus die Genauigkeit beeinflusst).

4.1.2 Analyse von System- und Messrauschen und der Initialverteilung

Aus der Modellbildung und Diskretisierung erhalt man ein nichtlineares, zeitdiskretes Zustandsraummodell

der Form

= f(Tr-1,uk-1) (4.21)
Y = h(xk,uk), (422)
welches das Systemverhalten hinreichend gut beschreiben sollte. Auch die impliziten Diskretisierungen re-
sultieren prinzipiell in dieser Form, da der Zustand xj lediglich aus Informationen des Zustandes zj_1

berechnet wird. Zwar muss hier ein Gleichungssystem geldst werden, die Form der Gleichung ist aber ana-

log zur expliziten Diskretisierung.
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Neben Ungenauigkeiten in der Modellierung (Approximationen) treten in der Praxis Unsicherheiten auf,
welche untersucht und in die Systemgleichungen integriert werden sollten. Dabei unterscheidet man zwi-
schen Unsicherheiten, die auf das Systemmodell einwirken (Systemrauschen) und solchen, die sich auf das

Messmodell auswirken (Messrauschen).

Systemrauschen

Die Analyse der Systemunsicherheiten gestaltet sich als relativ schwierig. Allgemeine Aussagen dazu konn-
ten in der Literatur nicht gefunden werden. In [30] wird fiir die Radar-Verfolgung ballistischer Flugobjekte
eine Einstellung fiir das Systemrauschen vorgeschlagen. Allgemein bietet sich die Moglichkeit, unsichere
GréBen in Gleichungen (z.B. Luftdichte oder optimierte Nominalparameter) als stochastische GréBen zu
interpretieren, was zwangslaufig auf ein stochastisches Systemmodell fiihrt. Die Wahl der statistischen
GroBen sowie deren Verteilung ist stark abhangig vom untersuchten System, so kdnnen z.B. nominelle
Parameter im Betrieb altern oder verschmutzen. Der zeitliche Verlauf des Alterungsgrades ist i.d.R. nur
durch einen stochastischen Ansatz beschreibbar und verlangt somit tiefen Einblick in die System- und Um-

gebungseigenschaften.

Praxisorientierter ist es allerdings, die Verteilung des Modellierungsfehlers als stochastische Zufallsvariable
zu interpretieren. Ausgehend von einer analytischen oder experimentellen Systemmodellierung und eventuel-
ler Nominalparameterschatzung kann die Verteilung des Modellfehlers Aprodetiierung = TModell — Messung
zur Bestimmung des Systemrauschens x herangezogen werden. Werden die Systemzustinde bei der No-
minalmodellbildung nicht beobachtet, ist diese Vorgehensweise nicht anwendbar. In diesem Fall wird emp-

fohlen, die Modellunsicherheiten dem Messrauschen zuzurechnen.
Messrauschen
Auf das Messsignal wirken sich im Allgemeinen folgende EinflussgréBen aus:
e Wandlerrauschen.
e Signalleitungseinfluss: Der Kabeltyp und die Peripherie kénnen das Messsignal beeinflussen.

e Sensorrauschen: Widerstandsrauschen der Messbriicken, mangelnde Abschirmung und Temperatur-

einfluss konnen das Messsignal verfilschen.

Um die Charakteristik des Messrauschens zu bestimmen, werden fiir jeden Messkanal ), i =1,...,m
Leerlaufmessungen (Nullmessungen) durchgefiihrt. Das aus dem o.a. Einzelrauschen kombinierte Messrau-
schen kann durch Klassifizierung und ldentifikation durch eine approximierte Dichtefunktion beschrieben
werden, aus der die Verteilungsparameter bestimmt werden kénnen. Bei angenommener GAUSS'scher Ver-

teilung kénnen Mittelwert und Varianz auch direkt aus den Messdaten bestimmt werden.

63



Die Bestimmung des Messrauschens ist fiir den eingesetzten Filter neben einer ausreichend genauen Modell-
ierung der Streckendynamik ein fiir die Schatzgiite maBgebendes Kriterium. Die angenommene Verteilung
des Messrauschens beeinflusst die Filtergiite erheblich und kann u.U. zur Filterdivergenz fiihren. Eine ausrei-
chend genaue Analyse und daraus folgend eine gute Einstellung des Filters kann Stabilitdt und Schatzgiite

maBgeblich steigern.

Es wird angenommen, dass die verschiedenen Messungen unkorreliert sind. Im GAUSS'schen Fall folgt,
dass die Messkovarianzmatrix P7 eine Diagonalmatrix mit den Varianzen der einzelnen Messkanile als

Eintrdge in der Diagonalen ist:

i E[(r(1) — 7(1))2] 0 . 0
0 E[(r® —7®)2] 0 ;
P’ = _ . (4.23)

0 E[(r(m> _ f(m))Q]

Besteht nicht die Mdglichkeit, Nullmessungen durchzufiihren, so kdnnen Herstellerangaben der Sensoren
verwendet werden, um das Messrauschen ndherungsweise normalverteilt zu charakterisieren. In der Regel
wird der maximale absolute Fehler |¢| vom Hersteller angegeben. Setzt man voraus, dass die Fehler mit

einer x-prozentigen Wahrscheinlichkeit innerhalb eines Toleranzbandes liegen, so erhilt man die Varianz

pr (H)Q. (4.24)

«

aus:

Dabei ist « ein von der x-prozentigen Wahrscheinlichkeit abhédngiger Faktor, z.B.:

1.96 fiir 95% - Wahrscheinlichkeit
o — (4.25)
3.86 fiir 99% - Wahrscheinlichkeit.

Gewinn eines stochastischen Zustandsraummodells

Durch die Analyse von System- und Messrauschen erhélt man das stochastische Zustandsraummodell
vy = flrp—1,up—1) + K(wp—1,up—1)kr—1 = F(Tr—1,ur—1, kK1) (4.26)
yr = hwg,ur) +T(eg, up)ve = Hok, ug, i) (4.27)

des Systems. Die in Kapitel 2 beschriebenen und in dieser Arbeit untersuchten Inferenzverfahren sind auf

diese System(modell)e anwendbar.

Initialverteilung

Die Bestimmung der Initialverteilung ist sowohl fiir ein ausgewogenes, realitdtsnahes Testen von Wichtigkeit
als auch fiir die spatere Initialisierung des Filters im Realbetrieb. Die Einstellung von p(zg) kann auf zwei

Wegen erfolgen, die nachfolgend kurz diskutiert werden sollen:
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1. Kenntnis iiber das System und seine Verteilung:
In diesem Fall muss der Anwender aus fundierter Kenntnis iiber das System, z.B. mogliche Verteilung
von Parametern, die Initialverteilung intuitiv wahlen. Dies erfordert tiefe Einsicht in das untersuchte

System und muss von Anwendungsfall zu Anwendungsfall neu untersucht werden.

2. Initialisierung aus ersten Messungen:
Methodischer ist, die Filter iiber die ersten Messungen zu initialisieren. Dabei wird auf den aktuel-
len Zustand liber die Mess- und Systemgleichung " zuriickgerechnet”. Da die Messungen naturgemal
stochastisch sind, entspricht dies einer nichtlinearen Transformation einer Zufallsvariablen. Die Vertei-
lung der transformierten Variablen, in diesem Fall Initialzustande, kann iiber Monte-Carlo-Simulation

oder approximiert durch das erste und zweite Moment durch die (S)UT berechnet werden.

4.2 Beobachtbarkeit nichtlinearer, diskreter Systeme

Grundsatzlich muss bei der Beobachtbarkeit von nichtlinearen Zustandsraummodellen zwischen Beobacht-

barkeit des deterministischen Systems

T = f(l'k—lauk—l) (4.28)

yp = h(zg,uk) (4.29)
und Beobachtbarkeit des stochastischen Systems

= F(Tp-1,uk—1,Kk-1) (4.30)

e = H(xk,ug,vr) (4.31)

unterschieden werden. Notwendige Bedingung fiir die Beobachtbarkeit des stochastischen Systems ist die
gegebene Beobachtbarkeit des deterministischen Systems. Aus diesem Grund empfiehlt es sich, die Be-
obachtbarkeit des deterministischen Systems zunichst zu iiberpriifen. Nachfolgende Ausfiihrungen sind in

Anlehnung an [71] und [72] verfasst.

Beobachtbarkeit des deterministischen Systems

Zwei Anfangszustande xo1,zo2 € $ C R™, 201 # xo2 (S entspricht dem zu erwartenden Raum des Zustan-
des x), werden als ununterscheidbar bezeichnet x¢1Zxo2 (indistinguishable), wenn die Ausgangsfunktionen
y(xo1,u) und y(zo2,w) fiir die Anfangswerte 2(0) = z¢1 bzw. 2(0) = 202 und fiir jeden zuldssigen Eingang
u identisch sind. Das System heit beobachtbar, wenn xg1Zxg2 bedeutet, dass xg1 = g2 fiir jedes x € S
gilt. Anders formuliert gilt ein System als beobachtbar, wenn jeder Anfangszustand aus Kenntnis des Aus-
gangssignals y und des Eingangssignal u eindeutig bestimmt werden kann. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass per Definition der Nachweis der Beobachtbarkeit an einem Punkt zu einem infiniten Test wird, da fiir

jedes z € § nachgewiesen werden muss, dass das Kriterium erfiillt ist.
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Im Unterschied zu linearen Systemen hangt die Beobachtbarkeit nichtlinearer Systeme von den Eingangs-
groBen w ab. In der Literatur konnten keine Beobachtbarkeitskriterien fiir diskrete nichtlineare, gesteuerte
Systeme gefunden werden. Da die Beobachtbarkeit allerdings auch fiir u = 0 (zero-input-observability)

gelten muss, wird im Folgenden das autonome System

Tl = f(irkfl) (432)

y = h(xx) (4.33)

betrachtet. Um den infiniten Test zu umgehen, fiihrt man den Begriff der "lokalen Beobachtbarkeit”
ein. In der Praxis kann es ausreichend sein, wenn man z; von seinen Nachbarn unterscheiden kann. Ein
System sei somit "lokal beobachtbar”, wenn eine Umgebung &l : |z — :v,f| um xkp existiert, so dass die

Beobachtbarkeitsmatrix

b ()
on of
BM(al — 2p) = o (#k+1) g (o) (4.34)

of or
L % («Tk-l-n—l) B_Jz‘ ($k+n—2) S B_Jz‘ (xk)

vollen Rang besitzt. Das nichtlineare, autonome System ist "lokal beobachtbar”, wenn dies fiir alle x € $
gilt. Allerdings ist diese Bedingung fiir die Beobachtbarkeit eines Systems nur notwendig: Erfiillt ein System
das Rangkriterium nicht, so kann nicht daraus geschlossen werden, dass es nicht lokal beobachtbar ist.
Beispielsweise erfiillt das skalare System xj, = 21 (1 4+ 7), yr = x% das Rangkriterium bei x; = 0 nicht,

dennoch ist es beobachtbar fiir alle z, da x; = 3y injektiv ist.

Beobachtbarkeit des stochastischen Systems

In [73] wird am Beispiel des EKF gezeigt, dass die Beobachtbarkeit des stochastischen Systems stark vom
AusmaB der Stochastik (Rauschen) und der Initialverteilung p(x¢) abhdngt. Eine fundamentale Analyse
der stochastischen Beobachtbarkeit fiir jedes Inferenzverfahren liegt nicht im Fokus dieser Arbeit, sie kann

aber empirisch in der Simulationsumgebung ReBEL-IoN gepriift werden.

4.3 Testen der Inferenzalgorithmen

4.3.1 Experimentelles Testen

Die zentrale Aufgabenstellung besteht darin, wie bereits kurz in der Einleitung erwahnt, fiir eine Inferenz-
aufgabe den bestmoglichen Filteralgorithmus auszuwéahlen. Die Losung dieses Problems erscheint zunéchst
trivial. Die Filteralgorithmen kénnten am realen System ausgiebig getestet und nachfolgend anhand der
Filtergiite bewertet werden, siehe Abbildung 4.2. So einfach diese Losung ist, so unpraktikabel ist sie

gleichermaBen. Zum einen ist der Aufwand, samtliche Algorithmen zu implementieren, immens und zum
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Bench Test 3
BenchTest 2

Pes([Xo Ocl), Peci(), Pesi(¥)

Abbildung 4.2: Testen von Inferenzverfahren am System.

anderen ist der zeitliche Aufwand, fiir jeden Algorithmus Testzyklen zu fahren, viel zu groB. Dadurch wird
die in dieser Dissertation beschriebene Aufgabe um ein Vielfaches schwieriger. Das nachfolgend vorgestellte
Konzept soll zeigen, wie eine Off-Line Simulation der verschiedenen Filteralgorithmen durchgefiihrt werden

kann, deren Ergebnisse zur Auswahl herangezogen werden kdnnen.

4.3.2 Simulatives Testen

Abbildung 4.3 zeigt die schematische Darstellung des entwickelten Test- und Bewertungskonzepts. Das
System wird durch ein hinreichend genaues Referenzmodell ersetzt, welches beschrieben ist durch ein

nichtlineares diskretes stochastisches DSSM

Ty = FRref(Trp—1,Uk—1,Kk—1) (4.35)

ye = Hpref(Tr,ur, Vx) (4.36)

mit Systemrauschen k und Messrauschen =.

Stochastische Initialisierung, Trajektorien- und Messdatengenerierung

Ein Test wird bestimmt durch einen vom Anwender vorzugebenden Satz an Eingangsdatenvektoren Uy =
{u1,uz,...,ux} und den Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Initialzustdnde p([zo 6p]) (im Folgenden
p(rg)), des Systemrauschens p(x), des Messrauschens p(v) sowie der Detektionswahrscheinlichkeit pp?.
Das Referenzmodell generiert Referenztrajektorien fiir die realen Zustande/Parameter sowie Referenzmes-
sungen unter Verwendung von (4.35) und (4.36) und den o.a. Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Die Refe-

Y}]{%ef: Ref Ref Re

renzmesswerte Y1 Y e YR f}, exogene Eingange U sowie eingeschrankte Informationen

1Zwei typische Sensorcharakteristika (speziell bei Radarsensoren) sind die Detektionswahrscheinlichkeit pp POD (Probability
Of Detection) und die Wahrscheinlichkeit fiir Fehldetektion pr 4 POFA (Probability Of False Alert). Typische Werte fiir
moderne Radarsysteme sind pp = 0.9 und prpa = 10~%. Die POD beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
Messung erfolgreich ist. Die POFA beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Objekt falsch positiv detektiert wird. Die
POFA ist i.d.R. viel kleiner als die POD und wird daher nicht niher beriicksichtigt.
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Abbildung 4.3: Testen von Inferenzverfahren innerhalb der Simulationsumgebung.

tiber die Statistiken des System- und Messrauschens und der Initialverteilung werden den Filtern, welche in
einer Filterbibliothek hinterlegt sind, zur Verfligung gestellt. Unter Vorgabe dieser Informationen generieren

die Filter unter Verwendung eines Filtermodells

rry = Fra(Tr—1,Uk—1,Kk—1) (4.37)

e = Mrpa(Tg, wk,vr) (4.38)

geschatzte Zustands- und Parametertrajektorien.

Dieser Ansatz erlaubt es, einen Vergleich zu den Referenztrajektorien und eine quantitative Bewertung
der Schatzung vorzunehmen. Um einen fairen Vergleich zwischen den Algorithmen und eine ausreichende
Abdeckung der Statistiken zu gewahrleisten, erfolgt die Trajektoriengenerierung und -schatzung innerhalb

einer Monte-Carlo-Simulation.

Modellfehler

Sowohl die Referenztrajektoriengenerierung als auch die Trajektorienschiatzung basiert auf einem Modell
des realen Systems. Die theoretische und empirische (und kombinierte) Modellbildung beschreibt i.d.R. das
Systemverhalten nicht exakt, weshalb (fast) immer eine Divergenz zwischen Filtermodell und realem System
existiert. Sinnvoll ist es daher zu testen, wie empfindlich die Filteralgorithmen auf Modellierungsfehler

reagieren. Die MATLAB® Toolbox ReBEL-loN bietet die Moglichkeit, unterschiedliche Modelle fiir die
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Referenztrajektoriengenerierung und die Trajektorienschitzung zu definieren.

Integritat

In der Regelungstechnik wird ein Regelungssystem dann als integer bezeichnet, wenn es trotz Ausfall eines
oder mehrerer Elemente, z.B. Sensoren, (ggf. eingeschrankt) funktionsfahig und stabil bleibt [74]. Obwohl
ein wichtiges praxisorientiertes Kriterium, wurde die Integritat sowohl fiir Regelungssysteme [75] als auch

fir Inferenzverfahren kaum untersucht.

Experimentelle Integritdtsuntersuchung

In der entwickelten Simulationsumgebung kann die Integritat der Inferenzverfahren untersucht werden.
Dazu definiert man die beobachtbare binare Variable dj, welche mit dem Ereignis korrespondiert, dass eine

Messung zum Zeitpunkt k erfolgreich war:

1, Messung;

dj = (4.39)

0, Fehlmessung.
Die Wahrscheinlichkeit, dass dy, = 1 ist, wird iiber 0 < pp < 1 definiert, d.h. d, ~ Bi (di;1,pp), wobei
Bi die Binomialverteilung kennzeichnet. Eine Simulation von Messaussetzern kann erreicht werden, indem
im Filterungsschritt kein Update durch die aktuelle (nicht detektierte) Messung erfolgt. So definiert man
bei GauB-Filtern die Inverse der Messkovarianzmatrix P7 neu mit (P')~ = dj(P”)~. Dies hat zur Folge,
dass im Fall eines Messaussetzers P’ — oo gilt und somit die Kalman-Verstarkung gegen null geht. So
erfolgt kein Update durch die Messung. Bei den Partikel-Filtern wird im Fall eines Messaussetzers keine
Gewichtung der pradizierten Partikel vorgenommen, somit findet keine Verschiebung in Regionen héheren
Likelihoods statt, was einem nicht durchgefiihrten Update durch die Messung entspricht. Die Abbildung
4.4 zeigt den Verlauf des Root Mean Squared Errors (RMSE) (Definition siehe Seite 74) eines Schatzers

fiir verschiedene pp an einem Beispiel.
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Abbildung 4.4: Root Mean Squared Error fiir die Schatzung der Héhe und Geschwindigkeit eines ballistischen Objekts beim

Wiedereintritt in die Atmosphére fiir verschiedene pp
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4.4 Wahl geeigneter Eingangsdaten (Wahl des Experiments)

Die Wahl der Eingangsdaten Ux = {uy,u2,...,ux} ist mit Sicherheit ein kritischer Gesichtspunkt fiir
das Testen. Die Eingangsdaten sollten so gewahlt werden, dass das System in Zustdnde versetzt wird, die
reprasentativ sind. Sie sollten das System so anregen, dass sowohl alle Dynamiken zum Tragen kommen als
auch ein moglichst reprasentatives Abbild des hochstwahrscheinlichen " Alltagsbetriebs” erzielt wird. Dies
gestaltet sich als duBerst schwierig und muss von Anwendungsfall zu Anwendungsfall neu untersucht werden.
Allgemeingiiltige Aussagen iiber die bestmogliche Wahl der Eingangsdaten kdnnen somit nicht formuliert
werden, sondern die Wahl ist dem Ingenieur/Regelungstechniker iiberlassen. Fiir die in dieser Dissertation
spater vorgestellten Anwendungsbeispiele wurden die Eingangsdaten U aus folgenden Uberlegungen heraus

gewahlt:

Regelungssysteme mit WI-Verfahren

Fiir geregelte Systeme ist es generell schwierig, geeignete Eingangsdaten fiir das System zu finden, da
die Eingdnge (StellgroBen) aufgrund der Riickkopplung stark von der zu Grunde liegenden Regelung und
den Schitzungen abhdngen. Unter der Annahme der vollstindigen Zustandsvektorriickfiihrung (NMPC,
FB-2DOF, Exakte E/A-Linearisierung,...) kann allerdings die bei einem erwartungstreuen Schitzer zu er-
wartende mittlere StellgroBe (entspricht U) gewonnen werden. Dies ermdglicht eine Off-Line Simulation

und Evaluierung innerhalb der ReBEL-loN Toolbox.

Systeme im Automobil, speziell modellbasierte Diagnose

Fiir Systeme im Automobil kdnnen geeignete Eingangsdaten U aus Standard-Fahrzyklen gewonnen wer-
den. Diese sind darauf ausgelegt, das Automobil und somit auch das System in Zusténde zu versetzen, die
hochstwahrscheinlich im " Alltagsbetrieb” auftreten. Sie liefern somit reproduzierbare und reprasentative
Informationen iiber die Systemzustinde. Speziell in der Diagnose von Kfz-Komponenten (OBD, On-Board
Diagnose) fordert der Gesetzgeber, dass Fehler innerhalb eines Fahrzyklusses detektiert werden miissen.
Dies ist ein weiteres, nahezu zwingendes Argument fiir die Generierung von Eingangsdaten U aus Standard-
Fahrzyklen. Weit verbreitete Fahrzyklen sind der NEDC (New European Driving Cycle), welcher aus einem
Innerorts-Zyklus (UDC = Urban Driving Cycle) und einem AuBerorts-Zyklus (EUDC = Extra Urban Driving
Cycle) besteht, und der UDDS/FTP 72 (Urban Dynamometer Driving Schedule). Die Fahrzyklen geben
ein abzufahrendes Geschwindigkeitsprofil mit spezifizierten Randbedingungen, wie Starttemperatur, Schalt-
punkte, Beladung, usw. vor. Abbildung 4.5 zeigt die Geschwindigkeitsprofile des NEDC und des FTP. Der
NEDC ist ein europdischer Fahrzyklus, der sowohl Stadt- als auch Uberlandfahrten abdeckt. Der FTP ist

der amerikanische Standard-Fahrzyklus.
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Abbildung 4.5: Geschwindigkeitsprofile NEDC und FTP.

4.5 Vorauswahl und qualitative Benchmarkkriterien

Neben quantitativen Bewertungskriterien (vorgestellt im Kapitel 4.6 ab Seite 74), die allein die Performance
eines Filters bei einer Inferenzaufgabe beurteilen, existieren qualitative Bewertungskriterien, die wichtige
Aspekte beleuchten, welche bei der Auswahl eines Filters zu beachten sind. Nachfolgend sind diese Kriteri-
en aufgefiihrt. Einige sind in Anlehnung an [75] verfasst, wo qualitative Bewertungskriterien fiir gehobene

Regelungsstrategien beschrieben werden.

Die vorgestellten Kriterien kénnen sowohl als Knock-Out-Kriterien in der Vorauswahl als auch zur Erganzung

der quantitativen Bewertung verwendet werden, falls Algorithmen dhnliche Performance-Indizes liefern.

Verfiigbarkeit und Differenzierbarkeit der Systemgleichungen - " Black-Box-Modelle”

Liegen die System- und/oder Messgleichung in einer Form vor, die keine analytische Differenzierung nach
den Zustidnden zuldsst (Stichwort: " Black-Box-Modelle"), so kdnnen alle Verfahren, welche auf Taylor-
Reihen-Linearisierung basieren (Lokal-Methoden), die benétigten Differentialmatrizen nur durch Differen-
zenmatrizen approximieren. Je nach System kann die Approximierung sehr sensitiv gegeniiber Variationen
in der Schrittweite der Differenzenapproximation sein. Daher sollten solche Verfahren nach Moglichkeit a

priori ausgeschlossen werden.

Art des Schitzproblems (Zustands-, Parameter- oder Duale Schitzung)

Im Falle reiner Zustands- oder Parameterschitzung (kein duales Schitzproblem) entfallen alle Algorithmen,

welche eine Entkopplung von Zustands- und Parametervektor vorsehen.

Rein additives System- und Messrauschen

Sind das System- und Messrauschen rein additiv, d.h. K = T" = |, so entfallen alle Algorithmen, welche eine

Erweiterung des Zustandsvektors durch das System- und Messrauschen vorsehen ((SR)UKF, (SR)CDKF)
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und deren vereinfachte Form kommt zum Einsatz (siehe dazu den Anhang A, ab Seite 145).

4.5.1 Qualifikationsanforderungen an den Anwender wahrend der

Einsatzvorbereitung

Die Lésung der nichtlinearen Schatzaufgabe kann wie gezeigt durch eine Vielzahl von mehr oder weniger
komplexen Algorithmen erfolgen. Dabei ist je nach Komplexitdtsgrad des Algorithmus und Aufbereitung die
Qualifikationsanforderung an den Benutzer unterschiedlich hoch. Es sei angemerkt, dass komplexe Algo-
rithmen nicht unbedingt eine hohe Qualifikationsanforderung haben, sofern sie verstandlich und ausfiihrlich
aufbereitet vorliegen. Die nachfolgend aufgefiihrten Bewertungen bieten einen Anhaltspunkt fiir die Anfor-

derungen an den Anwender.

Einordnung
Sehr Hoch Hoch Mittel Niedrig
. Bestimmung des
Bestimmung der
Mittelwerts und der
Verteilungen des System- Bestimmung der

. Kovarianz der Verteilungen Bestimmung des
™ und Messrauschens p(r) Verteilungen des System-
© . . des System- und Mittelwerts und der
S und p(~) sowie Herleitung und Messrauschens p(r)
2 . . . . Messrauschens x und ~ Kovarianz der Verteilungen
o] der Transitionsverteilung und p(+) sowie Herleitung
0 . . sowie Herleitung von des System- und
. p(xp|zk—1) und der der Likelihoodverteilung

. . Differentialmatrizen der Messrauschens ~ und
Likelihoodverteilung p(Yk|xk)
System- und
P(Yr oK) .
Messgleichung F und ‘H

S Restlichen Partikel-Filter,
= SPPF, EKPF, KPF, cs cs Quad Method
© KF, PF und Alle Lokal-Methoden uadratur-Methoden
5 RPF(mit MCMC)
> GMSPPF

Tabelle 4.1: Einstufung der Qualifikationsanforderungen an den Anwender wihrend der Einsatzvorbereitung.

4.5.2 Aufwand und Unterstiitzung beim Entwurf des Filters

Die Anzahl der Einstellparameter variiert von Filter zu Filter. Einige Algorithmen kommen ohne Einstellpa-
rameter aus, fiir einige gibt es Empfehlungen fiir die Einstellungen, allerdings gibt es auch Algorithmen, fiir
die nicht einmal Empfehlungen fiir die Einstellung von Parametern existieren. Das Kriterium " Entwurfsauf-
wand” bewertet zum einen die Anzahl der einzustellenden Parameter und zum anderen, ob Einstellregeln
fiir die Parameter existieren. Die Tabelle 4.2 listet fiir die ausgewdhlten Verfahren die Anzahl der Einstell-
parameter auf. Der EKF besitzt iiberhaupt keine Einstellparameter und dominiert dieses Kriterium. Beim
Entwurf eines GMSPPF mit (SR)UKF als Hybridkomponente miissen die Anzahl der GMM-Komponenten
fiir Zustand, System- und Messrauschen, die Anzahl der Partikel sowie die drei SUT-Parameter eingestellt

werden. In der Summe sind das sieben Parameter, was den Algorithmus ans Ende des Feldes versetzt.
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Anzahl Parameter Inferenzverfahren

0 KF, (SR)EKF (Entkoppelt)
1 (SR)IEKF;, IEKFs, (SR)AEKF, (SR)CDKF 1, koppett), GHF, ASIR
2 GPF, ICDKF, EKPF
3 (SR)UKF (5t koppett), RPF, GSPF
4 KPF, AKPF, IUKF
2t SPPF

3+ GSKF

4t GMSPPF

Das + deutet an, dass je nach Wahl des integrierten GAUSS’schen Filters die entsprechenden Parameter hinzukommen

Tabelle 4.2: Anzahl der einzustellenden Parameter beim Filterentwurf.

Neben der reinen Parameteranzahl muss unterschieden werden, ob die Parameter willkiirlich einstellbar

sind (trial and error) oder ob Empfehlungen existieren. Tabelle 4.3 ordnet die Algorithmen in entsprechen-

de Kategorien ein.

Einordnung

Schlecht Mittel Gut
=
[
S Keine oder nur teilweise
2 Empfehlungen vorhanden Keine Einstellparameter vorhanden
g Empfehlungen vorhanden
o
5] SR)UKF, (SR)CDKF, (SR)IEKFq,
E Alle Partikel-Filter, abgeleitete (5R) (SR) (5R) !
g . . IEKF2, (SR)AEKF, GHF, IUKF, KF, (SR)EKF
5 Hybride und GauB-Summen-Filter
> ICDKF

Tabelle 4.3: Einstufung der Unterstiitzung beim Filterentwurf.

4.5.3 Installations- und Implementierungsaufwand

Der Installations- und Implementierungsaufwand beinhaltet alle Arbeiten, die ausgehend von einer funktio-
nierenden Systemperipherie erbracht werden miissen, um die Filteralgorithmen betreiben zu konnen. Dabei

werden funktionierende Sensoren und der Zugriff auf die Messdaten vorausgesetzt.

Die Komplexitat der Algebraoperationen variiert stark von Filter zu Filter, wodurch der Aufwand stark
von der Unterstiitzung dieser Operationen durch die Zielplattform abh&ngig ist. Dies macht es schwer
bzw. unmdoglich, eine allgemeingiiltige Einordnung der Algorithmen zu gewinnen. Grundsatzlich gilt nach

Meinung des Autors ungefihr, dass der Aufwand zur Implementierung wie folgt verlduft (ansteigend):

Lokal-Methoden — Partikel-Filter — Quadratur-Methoden — GauB-Summen-Filter — Hybride
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4.6 Numerische Bewertung iiber quantitative Benchmarkkriterien

Die Auswahl eines Filteralgorithmus hangt von einer Vielzahl von Faktoren ab. Die Basis fiir die Auswahl
eines Algorithmus sollen quantitative und qualitative Bewertungskriterien bilden. Zur Unterstiitzung bei der
Gewichtung der Bewertungskriterien kann vom Anwender nachfolgendes, hierarchisch geordnetes Lastenheft

herangezogen werden:
1. Hohe Filtergiite und hohe Robustheit
2. Einhaltung verfiigbarer " Ressourcen” (z.B. Anwenderqualifikation)
3. Geringer Implementierungsaufwand

Die wichtigste Aufgabe des Filters ist es, die verborgenen, unverfalschten (nicht durch System- und Mess-
rauschen korrumpierten) Zustinde des Systems moglichst genau, schnell und robust zu schitzen. Fiir
die Bewertung der Qualitat dieser Schatzung stehen einige quantitative Kriterien zur Verfiigung, welche

nachfolgend aufgefiihrt sind.

4.6.1 Quantitativer Benchmark: Filtergiite iiber Posterior Cramér-Rao Bound

Die Filtergiite ist zweifelsohne das wichtigste quantitative Kriterium zur Beurteilung von Filteralgorithmen.

In den meisten Fallen wird der Root Mean Squared Error der Schatzung zum Zeitpunkt k, gemittelt tiber

MC Monte-Carlo-Simulationen berechnet, wobei RMSE = ﬁ Zf\ilc (f;ﬂl) — a:,(j))Q ist, und dartiber
werden die Verfahren miteinander verglichen. Der erhebliche Nachteil besteht darin, dass man so zwar
eine Aussage dariiber treffen kann, welcher der Algorithmus mit dem kleinsten Schatzfehler ist, jedoch ob
die Schatzung generell gut ist, bleibt weiter ungewiss. Man erhdlt also nur eine relative Aussage iiber die
Filtergiite. Wiinschenswert ist aber auch, eine absolute Aussage iiber die Leistung eines Inferenzverfahrens
treffen zu kénnen. Der Posterior Cramér-Rao Bound (PCRB) liefert einen unteren Grenzwert fiir den RMSE
eines erwartungstreuen Schitzers. Die Verzerrung (BZ.AS) eines Schatzers W, (Y},) der Zustandstrajek-

torie X mit Messungen Y}, sei nach [76] definiert durch
BIAS(Xy) = E[¥x, (Yi) — Xi| Xk, (4.40)

d.h. ein Schitzer Wy, (Y}) der Trajektorie X} ist erwartungstreu, falls BZAS(X)) = 0 ist. Der PCRB
liefert einen unteren Grenzwert fiir den RMSE, sofern die Annahme der asymptotischen Erwartungstreue,
definiert durch
lim  BZAS(Xip)p(Xk) = lim  BIZAS(Xi)p(Xk) (4.41)
X]<7‘>_>x<1:>,+ XJ(“_,x(v:),—

vVje{0,....k} , Vie{l,...,n},

wobei X(*) der Wertebereich von XJ(-Z') vV j€{0,...,k} ist und {X®-— x():+} die Bereichsgrenzen dar-

stellen, erfillt ist. Ist die Annahme erfiillt, kann der PCRB theoretisch nicht von den Inferenzverfahren
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unterschritten werden. An dieser Stelle sei angemerkt, dass der PCRB lediglich einen Grenzwert fiir Fehler
zweiter Ordnung liefert. Die posteriori Verteilungsdichte p(x|Y%) ist generell nicht normalverteilt und hat
auch hohere Momente (als das zweite Moment). Eine vollstandige statistische Bewertung kann somit nicht
mit dem PCRB erzielt werden, falls p(z1|Y%) nicht normalverteilt ist. Trotz der o.a. Einschrankungen ist

der PCRB in vielen Anwendungen ein wirksames Verfahren zur Charakterisierung von Filtergiite.

Es gilt also [27]

MC

1 i 0\ 2 .

== (@;>_x;>) > \/diag(PCRBy), (4.42)
=1

wobei = andeutet, dass die Ungleichung fiir finite M C ndherungsweise erfiillt ist. PCRBj, entspricht der

Inversen der Filter-Informationsmatrix .J,, welche der Rekursion

Jo = D, — D (Jia +DEL) T DR, (4.43)
mit
Dty = JE[ AZElog p (g |k 1)} (4.44)
D2, = E[-A logp(arlar1)] (4.45)
T

DLy = E[-Aftlogp (wklrr-1)] = [D324] (4.46)

D#, = E[- ATk log p (wp|os— 1)]
+E [—AZF log p (yk|zk)] (4.47)

geniigt. Dabei wird die Rekursion initialisiert mit Jyp = E [—Aig log p(:z:o)]. Fiir eine Herleitung sei auf
[77] verwiesen. V und A sind Operatoren fiir die partiellen Ableitungen erster bzw. zweiter Ordnung einer

Funktion, d.h.

T
v =[] (9
AY = V,V,
0? .
= T 1=7=1,...,n. (4.49)

Die rekursive Gleichung zur Bestimmung des PCRB erfordert die Berechnung einiger sehr komplexer Er-
wartungswerte. Fiir GAUSS'sche Systeme mit additivem Rauschen kdnnen einige dieser Erwartungswerte
analytisch bestimmt werden. Im Allgemeinen miissen sie aber durch Monte-Carlo-Simulation approximiert
werden. In [36, 77] sind einige dieser Spezialfille aufgefiihrt. Die Abbildung 4.6 zeigt fiir ein lineares und
ein nichtlineares Beispiel den zeitlichen Verlauf des PCRB und des RMSE verschiedener Filteralgorithmen

(im linearen nur Kalman Filter).
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Abbildung 4.6: Links: RMSE und PCRB des Kalman Filters fiir die Schitzung der Hohe und Geschwindigkeit eines fallenden
ballistischen Objekts mit konstanter Beschleunigung (Erdanziehung) im konstanten Dichtefeld. Das Beispiel aus [9, Seite
287] wurde leicht abgewandelt. Rechts: RMSE und PCRB fiir die Schitzung der Héhe und Geschwindigkeit eines fallenden
ballistischen Objekts mit konstanter Beschleunigung (Erdanziehung) im variablen Dichtefeld mit nichtlinearer Messgleichung

(Beispiel siehe Kapitel 5).

PCRB fiir die Parameterschatzung zeitinvarianter Parameter

Die rekursive Bestimmungsgleichung der Filter-Informationsmatrix Jj fiir Parameterschatzung zeitinvari-

anter Parameter wird nachfolgend hergeleitet:

Theorem 5. Fiir die Parameterschitzung zeitinvarianter Parameter ist die rekursive Bestimmungs-

gleichung der Filter-Informationsmatriz Ji durch

Je =E [-AZ* logp (yelzk)] + J—1 (4.50)
gegeben!
Beweis 5. Fiir die Parameter sei ein Variationsmodell der Form

O = Op_1+ FKr_1 (4.51)

angenommen, wobei fp—1 ~ N (&;0, P'%) YV k sei. Unter dieser Annahme gilt fir die Transitionsdichte
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und deren logarithmierter Form (6 — a:)

p(zrleg—1) = - exp [—— (2 — Irp— 1)T (P'%)_1 (2 — Irp—1) (4.52)
(2m)™ |
—log p(zpler-1) = \/7 (z1 — Trp—r)" (P (2g, — Ip—a) - (4.53)
2m)"| P"|
konst

Wendet man nun die bendtigten Delta-Operatoren an, so erhdlt man

—AL logp (axlor—t) = (PF)7 (4.54)
—AE logp (zxlee—1) = —(PF)7! (4.55)
—Afrlogp (wklor-1) = (PF)7 (4.56)

Da die Kovarianzmatriz P® konstant ist, fallen die Erwartungswert-Operatoren E[] weg (aufer fir
die Likelihood- Verteilung). Da die Kovarianzmatriz P® symmetrisch ist, gilt ferner ((P*)~1)T
((P)T)=1 = (P*)~" und es resultiert folgende Rekursionsgleichung fiir die Filter-Informationsmatriz

Jo = (P*) '+ E[-AZ logp (ylzk)] — (PF) ™ (Jeo1 + (Pp”)fl)i1 (P~ (4.57)

Gesucht ist jetzt der Grenzwert von Jy, fir P* — 0, da zufillige, aber zeitinvariante Parameter iiber

kein Systemrauschen verfiigen:

Jim Je = lim (P E [AT logp (yklen)] - (P) 7 (Jer + (P )T (P
MIL Pl'%IilO E [—Ai: logp (yk|xk)} + (J,;_ll + P'%)_l
= E[-AZlogp (yler)] + (Ji4)
= E[-Afrlogp (yxlzw)] + Jr (4.58)
g.e.d. (4.59)

Dabei deutet MIL die Verwendung des Matriz-Inversions-Lemma an, siche z.B. [36, Seite 47].

Zur Berechnung der Filter-Informationsmatrix bzw. des PCRB muss somit lediglich E[—AZ* log p(yx|x+)]
berechnet werden. Die Initialisierung der Rekursion erfolgt analog zur Zustandsfilterung (s.o.). Die Ab-
bildung 4.7 zeigt den Verlauf des Parameter-PCRB sowie die exogenen Eingdnge u zur Schatzung der
Parameter der quadratischen Kennlinie y = 01u + 6ou® + v = [u u?][01 02]T + &, wobei yx ~ N'(7;0,6)
und 0y ~ N (6o;[0.2 0.1]7,1). Das System (die " Messgleichung”) ist linear in den Parametern, d.h. der
lineare Kalman-Filter 16st die RBS fiir dieses Beispiel exakt. Die Verlaufe des RMSE des Kalman-Filters
sowie des neuen PCRB sind identisch, womit noch einmal an einem einfachen Beispiel die Korrektheit

demonstriert wird.

PCRB fiir pp < 1

Wie bereits zuvor angedeutet (Abbildung 4.4), wird die Giite der Inferenzverfahren stark durch Messausset-

zer beeinflusst. In [78] wird der theoretische PCRB fiir Systeme mit pp < 1 hergeleitet. Wie dort gezeigt,
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Abbildung 4.7: Vergleich des neuen Parameter-PCRB mit dem RMSE des KF am Beispiel der Parameterschitzung einer

quadratischen Kennlinie.

wachst der Rechenaufwand zur Berechnung des theoretischen PCRB fiir k >> 1 (k: Zeitindex) exponentiell

an. Zum Zeitindex k kénnen 2% verschiedene Detektions-/Miss-Sequenzen nach

Spd,d,, ... d (4.60)
definiert werden, wobei i; der Index des Detektions-/Miss-Ereignisses zum Zeitpunkt k= 1,2,...,k fur
eine Sequenz [ = 1,2,...,2% ist. Die Anzahl an korrekten Detektionen in einer Sequenz S,lC ist gegeben
durch

k
Al = %Zdﬁ;. (4.61)
=1

Die Anzahl an Nicht-Detektionen ist somit Al = k — Al Fiir eine gegebene Detektionswahrscheinlichkeit

pp, konstant liber k, ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Detektions/Miss-Sequenz somit

k Al _ Al k Al Al
prisiy = . |pp-Q-pp)" = pp* - (1=pp)~*. (4.62)

Al Al

Bei einer gegebenen Detektions-/Miss-Sequenz S ist die Kovarianz einer erwartungstreuen Schitzung

nach unten beschrankt, gemal
E [(:ck — &) (o — 20)" |s,g} > JoLSh). (4.63)

Dabei ist nun Ji(Sh) = PC’~R371 die durch die Sequenz S! bedingte Filter-Informationsmatrix. Die
Bestimmung des unbedingten PCRB erfordert die Berechnung des Erwartungswertes des bedingten PCRB

unter Beriicksichtigung von S, d.h.

2k
PCRB = Y PCRB-Pr{S;}. (4.64)
=1

In der Praxis ist dieser Erwartungswert nicht mehr berechenbar (z.B.: k = 50, — 1.1259 - 10'® Sequenzen).

Approximationen werden in [78] vorgestellt, doch auch diese erfordern schon fiir kleine k die Berechnung
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sehr vieler Sequenzen S. und der zugehérigen Filter-Informationsmatrix J;(S.) (z.B.: k = 50, pp = 0.7

— 2.702 - 10** Sequenzen [78]).

Aus diesem Grund wird im Folgenden auf Berechnungen des exakten PCRB fiir pp < 1 verzichtet. Der
Standard-PCRB liefert dennoch weiterhin einen unteren Grenzwert, da fiir pp < 1 der PCRB analog zum
RMSE der Schatzungen wichst (vgl. Abbildung 4.4). Somit bleibt man mit dem PCRB fiir pp = 1 immer
auf der sicheren Seite, d.h. die Beschrankung des RMSE bleibt garantiert erhalten.

PCRB fiir verschiedene Modelle

Finden verschiedene Modelle zur Trajektoriengenerierung und -schatzung Verwendung, wird der PCRB mit

dem Referenzmodell berechnet. So bleibt man auch auf der sicheren Seite.

Definition Filterwirkungsgrad

Wie zuvor hergeleitet und in Abbildung 4.6 zu sehen, liefert der PCRB einen unteren Grenzwert fiir den

RMSE von %j. Dies ermdglicht die Definition des zeitabhdngigen Filterwirkungsgrades 7:

_ /PCRB,
o= “mrsE 100%. (4.65)

Der so definierte Wirkungsgrad ist beschrankt mit 0% < n;, < 100%, wobei 15, = 100 % einen effizienten
(Guite-optimalen) Filter kennzeichnet. In der Abbildung 4.8 sind die Verldufe der Wirkungsgrade fiir die zwei
oben beschriebenen (Abbildung 4.6) nichtlinearen Beispiele gezeigt. Im linearen Fall ist der Wirkungsgrad
7k = 100 %. Die durch die Rekursion berechneten Werte fiir .J; entsprechen der Inversen der Kovarianz-
matrix Pi‘k des KF. Somit ist nochmals an dieser Stelle gezeigt, dass der lineare KF der optimale Filter

fiir lineare GAUSS'sche Systeme ist.

Nichtlineares Beispiel (Hohe) Nichtlineares Beispiel (Geschwindigkeit)
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100

80F
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50 100 150 200 250 300 350 50 100 150 200 250 300 350
Observation k Observation k

Abbildung 4.8: Wirkungsgrade der oben gezeigten nichtlinearen Beispiele.

Als weiteres interessantes Kriterium sei noch die relative Verbesserung Rl (Relative Improvement) ein-
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gefiihrt:

K MC

-t NOBNONS

RTAMSE = \| =77 ;;—1 ;:1 (:vk xk) (4.66)
 RTAMSEg.; — RTAMSEpser

BRI = RTAMSEp.; < 100%. (467

Dabei ist RTAMSER.; der Root Time Averaged Mean Squared Error eines Referenzfilters, z.B. EKF. K

bezeichnet die Gesamtanzahl an Observationen.

Im Falle stiickweit definierter Systemmodelle kann ein exakter PCRB nicht mehr berechnet werden, da die
partiellen Ableitungen der logarithmierten Verteilungsdichten bené&tigt werden. Als Alternative kdnnen all-
gemeinere Grenzwerte wie der BHATTACHARYA-, der BOBROVSKY-ZAKAI- oder der WEISS- WEINSTEIN-
Grenzwert (siehe [79]) berechnet werden. Dies ist allerdings mit einem stark erhohten Rechenaufwand

verbunden.

4.6.2 Quantitativer Benchmark: Filterrobustheit (Beschrankungssicherheit)

Die Sicherheit auf Beschrankung des Schéatzfehlers, nachfolgend Filterrobustheit genannt, ist ein maBge-
bendes Kriterium fiir die Brauchbarkeit eines Filters. Die Modellfehler resultieren in der Regel aus nicht bzw.
schlecht modellierten Systemdynamiken und -statiken sowie aus nicht erkannten Parameterédnderungen im

Betrieb, welche maBgebenden Einfluss auf das Systemverhalten haben.

Analytische Robustheitsuntersuchung

Die Robustheit und Konvergenz von Inferenzverfahren ist bisher nicht ausreichend untersucht worden.
Lediglich in Spezialfdllen wurden Robustheits- und Konvergenzkriterien untersucht, z.B. in [80] fiir Para-
meterschatzer linearer Systeme oder in [81] und [82] fiir Beobachter nichtlinearer Systeme. In [83] wurde das
Robustheitsverhalten des zeitkontinuierlichen und in [73] des zeitdiskreten Extended Kalman Filters unter-
sucht. Es konnte gezeigt werden, dass der Schatzfehler des zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten EKF unter
bestimmten Bedingungen beschrankt bleibt. Dies ist besonders bei hinreichend kleinen Anfangsschatzfehlern
und hinreichend kleinem Rauschen gewahrleistet. Prinzipiell ist eine analytische Robustheitsuntersuchung
wiinschenswert, diese ist allerdings sehr zeitaufwendig, wenn mehrere Algorithmen miteinander verglichen
werden sollen. Allgemeine Kennwerte, die eine vergleichende Aussage iiber Robustheit der Verfahren liefern,

existieren auch nicht.

Empirische Robustheitsuntersuchung

Um dennoch eine Aussage iiber die Robustheit eines Filters treffen zu konnen, kann man die Anzahl der
divergierten Monte-Carlo-Simulationen pro Test als Anhaltspunkt fiir die Robustheit eines Filters neh-

men. Eine Schatzung wird als divergiert erklart, wenn die Algorithmen numerisch divergieren z.B. wenn
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Kovarianzmatrizen ihre positive Definitheit verlieren oder wenn die Abweichung zwischen Referenz- und

geschatzter Trajektorie einen benutzerdefinierten Grenzwert liberschreitet. Somit wird definiert:

JRobustness = (1 - %&W) x 100%. (468)

Man erhidlt so zwar keine Aussage iiber die Entfernung zur Robustheitsgrenze, allerdings einen empirisch
gewonnenen Wert iiber die Robustheit und Beschrankung des Schitzfehlers, der beschrankt ist mit 0% <
Jrobustness < 100%, wobei Jrobustness = 100% einen robusten Filter kennzeichnet.

4.6.3 Quantitativer Benchmark: Rechenzeit

Die unterschiedliche Rechenkomplexitét der Inferenzalgorithmen resultiert in unterschiedlicher Rechenzeit.
Ein wichtiges Kriterium fiir die Tauglichkeit eines Filters ist, dass die Rechenanforderungen zur Verfiigung
stehende Kapazitaten nicht iiberschreiten und die Echtzeitfahigkeit des Algorithmus nicht gefdhrdet wird.
Die hier durchgefiihrten Untersuchungen haben gezeigt, dass die benétigte Rechenzeit nicht nur von der
Taktfrequenz der Rechner, sondern auch von der Rechnerarchitektur bestimmt wird. Die Rechengeschwin-
digkeit ist somit nur schwer von einer Plattform auf eine andere libertragbar, d.h. um eine absolute Aussage
treffen zu konnen, ob ein Algorithmus echtzeitfahig ist oder nicht, muss dieser auf der Zielplattform im-
plementiert und getestet werden. Untersuchungen haben allerdings auch gezeigt, dass die Ordnung der
relativen Rechenzeit nahezu plattformunabhingig ist. Somit lasst sich ein relatives Giitekriterium fiir die

Rechenanforderung festlegen mit

MC ,(4) MC (i)
R A - R D .
TI — 2171 Sim,Ref szl Sim, Filter « 100%’ (469)

MC ,(3)
Zi:l tSim,Ref

wobei tgim, res die Simulationszeit eines Referenz-Algorithmus (i.d.R. EKF) bezeichnet. Somit erhilt man

zumindest eine Aussage, wie sich die Inferenzverfahren untereinander im Rechenaufwand unterscheiden.?

4.7 Matlab® basierte Toolbox ReBEL-loN

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine MATLAB® basierte Toolbox ReBEL-IoN entwickelt. ReBEL-IoN ist
eine Toolbox mit graphischer Benutzeroberfliche zum Testen, Evaluieren und Selektieren von wahrschein-
lichkeitstheoretischen Inferenzverfahren. Der modulare Aufbau von ReBEL-lIoN wurde inspiriert vom ReBEL
Toolkit, welches von v. b. MERWE& WAN [84] entwickelt wurde. ReBEL-loN verfiigt iiber folgende be-

sondere Eigenschaften:

1. Simulations- und Bewertungskonzept:

Das vorgestellte Simulations- und Bewertungskonzept ist in dieser Software umgesetzt worden. Dabei

2Aufgrund des modularen Aufbaus der MATLAB® Toolbox ReBEL-loN wird Rechenkapazitit eingebiiBt, d.h. bei einer
losgelésten Algorithmenimplementierung stimmen die von ReBEL-loN gelieferten Kennwerte {iber den Rechenaufwand

nicht zwingend mit den realen {iberein.
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wurden die beschriebene Evaluierungsroutine (Monte-Carlo-Simulation) und die automatische Gene-
rierung der quantitativen Kennwerte Filtergiite, Robustheit und Rechenanforderung implementiert.
Hauptarbeitspunkt war dabei die Entwicklung der kompletten Organisation des bendtigten Daten-
transfers innerhalb der Monte-Carlo-Simulation. Es erfolgt ein Ranking der getesteten Verfahren

beziiglich der o.a. Kriterien.

. Modularer Aufbau:

ReBEL-IoN ist modular aufgebaut, so dass der Anwender sich vollstdndig auf Modellierung des sto-
chastischen Systems (Referenz- und Filtermodell) konzentrieren kann, ohne Zeit zur Implementierung
von Filteralgorithmen oder Evaluierungsroutinen zu " vergeuden” . Dabei greifen alle Filter auf ein Fil-
termodell zu, welches zusammen mit dem Referenzmodell vom Anwender in einem einzigen m-File

abgelegt werden muss.

. Pool an Verteilungen:

Um ein moglichst breites Spektrum an stochastischen DSSM abdecken zu kdnnen, bietet ReBEL-
loN die Moglichkeit, unter einer Vielzahl von uni- und multivariaten Verteilungen fiir System- und

Messrauschen sowie Initialverteilungen zu wahlen.

. Simulation von Messaussetzern:

Durch Vorgabe der POD werden Messaussetzer in den quantitativen Bewertungsprozess integriert.

. Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen:

In vielen technischen Anwendungen treten Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen (nicht ne-
gative Konzentrationen, Summe von Molenbriichen gleich eins) auf, die in der Software benutzer-

freundlich vorgegeben werden kdnnen und in den Schatzalgorithmen (GF) umgesetzt werden.

. Graphische Benutzeroberflache:

Zur intuitiven Anwendung der Software wurde eine graphische Benutzeroberfliche in MATLAB®
entwickelt, siehe Abbildung 4.9. Auf eine detaillierte Dokumentation des GUIs wird an dieser Stelle

verzichtet.

. Post Processing:

Die untersuchten Algorithmen konnen aus der Simulationsumgebung exportiert und anhand "realer”
Messdaten getestet werden. Dies erlaubt eine Verifikation der simulativ gewonnenen Bewertungser-

gebnisse und eine Uberpriifung der Brauchbarkeit in der realen Anwendung.

In der aktuellen Version3 beinhaltet ReBEL-loN folgende Algorithmen:

3Diese Arbeit wurde im Mirz 2008 publiziert. Die zu diesem Zeitpunkt aktuellste Version war ReBEL-IoN v1.0.1.
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e GPF
e (SR)IEKF,

e ASIR o GSKF
o |EKF,

e RPF o GSPF
e (SR)UKF

e KPF e GMSPPF
e (SR)CDKF

e SPPF
o |UKF, ICDKF
e GHF

Fiir den EKF und die SPKF (ohne GHF und iterierende SPKF) wurden ebenfalls entkoppelte Algorithmen
implementiert, welche bei der gemeinsamen Zustands- und Parameterschatzung evaluiert werden konnen.

Ebenso ist ein optionaler MCMC-Schritt fiir den GPF, den RPF und die SPPF implementiert.

ReBEL-lIoN mit all seinen Komponenten wurde unter Windows XP mit MATLAB® in Version R2007a
codiert. Die Toolbox bendtigt MATLAB® in Version R2007a oder eine neuere Version und die Statistics

Toolbox.

Die Abkiirzung ReBEL-loN bedeutet 'Recursive Bayesian Estimation Library - Investigation of Necessity’
und soll ausdriicken, dass die Toolbox dazu dient, den "notwendigsten” Filter zu finden, um bestmdgliche
Kennwerte in punkto Giite, Robustheit und Rechenzeit zu erlangen. Also die Frage, welcher Filter mit
geringsten qualitativen Anforderungen notwendig ist, um z.B. einen Wirkungsgrad von X % mit einer

Robustheit von Y % zu erreichen, kann mit ReBEL-loN untersucht werden.

Weitergehende Information (Demos, Tutorials, Lizenzierung und Dokumentation) kénnen im Internet unter

http://www.rus.rub.de oder http://www.rebel-ion.de gefunden werden*.

4.8 Kapitelzusammenfassung

In diesem Kapitel wurde vorgestellt, wie bei einer vorgegebenen Inferenzaufgabe verschiedene Inferenzver-
fahren sukzessiv gegeneinander getestet und bewertet werden kdnnen. Grundsatzliche vom Anwender zu
leistende Vorarbeit ist die Entwicklung des stochastischen DSSM, was Modellbildung, eventuell notwendige
Diskretisierung und die Untersuchung der Stochastik des Systems und der Messung umfasst. Sind diese
Arbeiten vollzogen, erfolgt die objektive Bewertung durch qualitative und quantitative Bewertungskriterien.
Mit der in dieser Arbeit entwickelten MATLAB® Toolbox ReBEL-loN wird dem Anwender eine Plattform
zur Verfiigung gestellt, die es ihm ermdglicht, schnell, flexibel und somit kostengiinstig verschiedene Infe-

renzverfahren zu testen und letztendlich das bestmdgliche bzw. " notwendigste” auszuwdhlen.

4Bei Publikation dieser Arbeit befanden sich die Webseiten noch im Aufbau.
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Abbildung 4.9: Bedienoberfliche ReBEL-loN.



5 Anwendungsbeispiele

5.1 Zwei anschauliche akademische Inferenzaufgaben

In diesem Abschnitt soll der Nutzen und die Nutzung der in dieser Arbeit vorgestellten Methodik an
zwei ausgewahlten exemplarischen, aber eher akademischen Inferenzaufgaben gezeigt werden. Sie sind
leicht nachzuvollziehen und erleichtern somit das Verstandnis der zu Grunde liegenden Theorien und die
Anwendung von ReBEL-loN. Die Beispiele sind so aufbereitet, dass sie von den Lesern verifiziert werden

konnen, sofern Zugriff auf ReBEL-loN besteht.

Zustandsschatzung: Analytisches, skalares, nichtlineares, nicht GauBB’sches Experiment

In diesem Abschnitt soll der "notwendigste” Algorithmus fiir ein nichtlineares System bestimmt werden,
dessen Systemrauschen nicht normalverteilt ist. Eine leicht abgeanderte Version wird auch in [8, S. 263]

behandelt. Das System sei durch das diskrete Zustandsraummodell

Th 1+ sin (wmk) + ¢12k—1 + Kk—1 = FRref,Fit(Tr—1,Uk—1 = Kk, Kp—1) (5.1)

Yo = G2} + Y = Href.rit (T, Uk, Vi) (5.2)
beschrieben, wobei die Konstanten w = 0.04, ¢1 = 0.5 und ¢5 = 0.2 sind.

Beobachtbarkeit des deterministischen Systems

Die Beobachtbarkeitsmatrix (Skalar) ist fiir dieses Beispiel mit
BM(zr) = 2¢ox (5.3)

gegeben und besitzt vollen Rang V z;, € R™\{0}. Da im stochastischen Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass der Zustand exakt den Wert null annimmt, gleich null ist, gilt das autonome System als lokal beob-

achtbar.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-loN

Fiir die Simulationsstudie wurden die in Tabelle 5.1 aufgefiihrten Rahmenbedingungen festgelegt. Die
Studienergebnisse einiger ausgewahlter Verfahren sind in Abbildung 5.1 zu sehen und fiir alle Verfahren in

Tabelle 5.2 zusammengefasst.
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MC-Simulationen MC = 2000

Observationen K =90

Initialisierung o [*] ~ N(Em 0, 2)

Systemrauschen Kr—1 [—] ~ Ga(k;3,1.25)

Messrauschen Y [—] ~ N(7;0,2)

POD pp =1

Divergenzgrenze DIVrpyes [-] =5

Filter EKF, UKF, RPF, ... (500 Partikel fiir PF4+Hybride (SPPF: 200 Partikel))

Tabelle 5.1: Studienparameter fiir das analytische Experiment.

ReBEL-loN <> = ReBEL-IoN <> =z

15 T 100

=== m: PCRB

80

n [%]

\ .
A RARY
60 P -‘! \"‘y’ WA

RMSE vs. PCRB [-]

50 5 50
Observation k Observation k

Abbildung 5.1: PCRB vs. RMSE und Filterwirkungsgrad fiir das analytische Experiment.

Algorithmus 7 | RTAMSE | RI | Jrovwsinees | Esim TI
[%] [l [%] [%] [s] [%]
EKF 60.17 0.61 0.0 8.2 0.0284 0
AEKF 65.50 0.56 8.17 96.3 0.0304 | -7.04
UKF 67.98 0.54 11.47 03.2 0.0303 | -38.35
IUKF 78.85 0.47 22.95 100 0.4483 | -1.48e3
GSKF5_5_1 86.53 0.44 27.87 08.7 1.7815 | -6.18¢3
IEKF, 88.13 0.43 20,51 100 0.0676 | -138.22
RPF 88.83 0.43 20.51 98.6 0.5506 | -1.84e3
GMSPPFs_5_, | 89.81 0.42 31.15 99.8 2.0065 | -6.97€3
GSPF5_5 90.22 0.42 31.15 99.2 0.8446 | -2.87¢3
SPPF 90.23 0.42 31.15 99.9 205234 | -7.22¢4
PCRB | - | o3 | s0] - - -]

Tabelle 5.2: Quantitative Bewertungskriterien fiir das analytische Experiment.

Beurteilung der Ergebnisse

Man erkennt deutlich, dass die einfachen GAUSS'schen Verfahren das stark nicht GAUSS'sche Systemrau-
schen nicht ausreichend genau abbilden kdnnen, was in schlechter Filtergiite resultiert. Der GSKF mit einem
5-5-1 GMM besitzt eine bessere Filtergiite, wobei die Partikel-Filter (hier RPF) eine noch bessere Filtergiite
erreichen. Der IEKF; und die Hybriden zeigen nahezu identische Filtergiite bei dhnlicher Robustheit, was

eine Auswahl allein basierend auf den quantitativen Kriterien, besonders fiir ungeiibte Anwender, schwierig
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macht. Unter Beriicksichtigung der vorgeschlagenen qualitativen Kriterien, dass die Anforderungen an den
Anwender deutlich geringer und der Entwurf deutlich einfacher ist, ist der IEKF; die angemessene Wabhl

fiir dieses Beispiel.

Duale Schéatzung: Verfolgung eines ballistischen Flugobjektes beim Wiedereintritt in die

Atmosphare [36]

Die Verfolgung ballistischer Objekte ist eine der am meisten untersuchten Anwendungen in der Filtertheorie
und in der Raumfahrttechnologie. Die Aufgabe besteht darin, ballistische Objekte zu verfolgen, abzufangen
und zu zerstoren, bevor sie auf der Erdoberflache aufschlagen und u.U. Schaden verursachen kénnen. Ohne
Zweifel ist das groBe Interesse militarisch begriindet, da die Anzahl an taktischen Raketen und die Anzahl

an besitzenden Landern weltweit zunimmt.

In diesem Anwendungsbeispiel wird die Verfolgung eines ballistischen Objektes beim Wiedereintritt in die
Erdatmosphare behandelt. Wahrend des Wiedereintritts wirken hauptsédchlich die Erdbeschleunigung und
der Luftwiderstand auf das Objekt, das System ist autonom. Mit abnehmender Hohe steigt der Luftwi-
derstand durch die exponentiell ansteigende Dichte nichtlinear an, was sich in extremen Verzdgerungen
bemerkbar macht. Die Radar-Verfolgung eines senkrecht fallenden Flugkorpers ist aufgrund dieses stark
nichtlinearen Charakters in vielen Veroffentlichungen [3], [6], [14], [15], [36] als Benchmark fiir die Fil-

tergiite von nichtlinearen Filtern verwendet worden. Abbildung 5.2 veranschaulicht den Zusammenhang.

Abbildung 5.2: Skizze zur Radar-Verfolgung eines fallenden Flugobjektes.

Das dreidimensionale Zustandsraummodell ist durch

Tik = Tigp—1+T(—T2k—1)+ K1 k-1 (5.4)
—AZ1 k-1 572
ne B K A
Tok = Top—1+T|9— 2h ] + Ko k-1 (5.5)
20r—1
0 = O, (5.6)

Yo = /2], + P4k = Hpgep ra(Th, uk, 1) (5.7)
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gegeben, wobei [71 ) T2k T35 = Ok]T = Fref,Fit(Tr—1,Uk—1,Kk—1) ist und @ die ballistische Konstan-
te des fallenden Objekts beschreibt, welche simultan mit der Position und Geschwindigkeit des Objekts
mitgeschatzt werden muss. Die Beschleunigung durch Gravitation ist g = 9.81 7 und die konstanten Pa-

rameter sind 7 = 1.754, A = 1.49 - 10~ und d = 10km. Die Integrationsschrittweite ist 7 = 0.1s.

Eine typische Objekt-Trajektorie ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Folgende Parameter wurden benutzt:

e Anfangshdhe: 61000 m
e Anfangsgeschwindigkeit: 3048 =

e Ballistische Konstante: 19161 k—sg

ms2

Hohe Geschwindigkeit

T T 35 T T

Hohe [km]
Geschwindigkeit [km/s]

0 10 20 30
Zeit [s] Zeit [s]

Beschleunigung

o

100}

200

Beschleunigung [m/s?]

-300 I . L
0
Zeit [s]

Abbildung 5.3: Referenztrajektorien.
Man erkennt deutlich, dass die Geschwindigkeit zundchst nahezu konstant ist, das Objekt aber beim Ein-

treten in dichtere Luftschichten durch die starke Verzogerung scharf abgebremst wird. Die Abbremsung und

somit die Nichtlinearitdt der Systemgleichung wachst mit fallender ballistischer Konstante des Objekts.

Beobachtbarkeit des deterministischen Systems

Es wird die Beobachtbarkeit fiir das System mit horizontaler Entfernung d = 0km untersucht, da sich

die Beobachtbarkeitsmatrix deutlich vereinfacht. Der nachfolgende Beweis fiir die Beobachtbarkeit des
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deterministischen Systems kann aber auch analog fiir andere horizontale Entfernungen gefiihrt werden. Die

Beobachtbarkeitsmatrix ist fiir dieses Beispiel mit

1 0 0
BM(xy) = 1 —T 0

OF, T OF2 OF1
Oxy )1 Ora p—1 0Tz K1

(5.8)

OF2
Oxy )1

OF1
0o -1

OF2
Ox3 )1

log_ 1 ==,
gegeben und besitzt vollen Rang V x, € R™\{x2, = 0}. Da die Geschwindigkeit niemals den Wert null

annimmt, ist das autonome System lokal beobachtbar.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-IoN

Fiir die Simulationsstudie wurden die in Tabelle 5.3 gezeigten Rahmenbedingungen festgelegt. Die Stu-

dienergebnisse der untersuchten Filter sind in Abbildung 5.4 zu sehen und in Tabelle 5.4 zusammengefasst.

MC-Simulationen

Observationen

MC = 2000
K = 350

e T T P7 P /T
Initialisierung zo [m 217 ~ N(zo; [60960 3048]", )
PY/7  2P7/72
0o [-55] ~ B(00; 1.1, 1.1)§5000
3 2
Systemrauschen Ki—1 [m %]T ~ N(k;0, a 3 a7 ), ¢1=25
@y QT
Messrauschen ~r [m] ~ N (v;0,200%)
POD o =1
Divergenzgrenze DIVppyes [m 2 %]T = [5000 co oo]”

Filter EKF, UKF, CDKF, IUKF
Tabelle 5.3: Studienparameter Radar-Verfolgung.

n RTAMSE RI JRobustness Esim TI
Algorithmus

[%] [m m/s kg/ms?] [%] [%] [s] [%]
EKF [61.9 56.9 59.7] | [250 231 9137] [000] 97.2 0.144 0
UKF [83.9 52.5 73.7] | [109 239 8875] [56.2 -3.2 2.9] 98.7 0.157 | -8.99
CDKF [80.3 45.7 65.6] [121 258 9185] [51.8 -11.4 -0.5] 97.8 0.189 -31.1
IUKF [89.162.3 80.3] | [99.4 239 8851] [60.3 -3.3 3.3] 99.0 0.887 | -516.5
PCRB | - | [85.22278867) | [6591929] | - | - 1 - ]

Tabelle 5.4: Quantitative Bewertungskriterien Radar-Verfolgung.

Beurteilung der Ergebnisse

Der Verlauf des PCRB zeigt, dass zunachst keine Schatzung der ballistischen Konstante moglich ist, solan-
ge bis das Objekt in Schichten héherer Luftdichte eindringt und abgebremst wird (Zeitpunkt ca. 125s). Bis
zu dem Zeitpunkt (ca. 205s), in dem das Objekt die Radarstation passiert, ist eine Adaption méglich. Beim

Passieren der Radarstation kann aufgrund der geringen Anderung in der gemessenen Schrigentfernung
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Abbildung 5.4: RMSE vs. PCRB und Filterwirkungsgrad Radar-Verfolgung.

zunichst keine weitere Adaption erfolgen. Mit fortschreitender (vertikaler) Entfernung von der Radarstati-

on wird wieder eine Schatzung méglich.

Die numerische Bewertung zeigt, dass der EKF eine deutlich niedrigere Filtergiite und Robustheit als

der UKF, der CDKF und der IUKF aufweist, was in der ungenauen Approximation der stark nichtlinea-

ren Systemgleichung durch die lokale Linearisierung begriindet liegt. Dies wird besonders deutlich, wenn

das ballistische Objekt in Regionen hoher Luftdichte eintritt und folglich stark abgebremst wird. Der UKF,

CDKF und IUKF sind in der Lage, das Objekt mit erhchter Genauigkeit zu verfolgen, wobei der IUKF sowohl
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bei der Filtergiite als auch bei der Robustheit beste Ergebnisse aufweist. Dies ist besonders bemerkenswert,
da divergierte Schatzungen nicht in der quantitativen Evaluierung der Filtergiite beriicksichtigt werden. Der
IUKF besitzt allerdings eine deutlich erhhte Rechenzeit durch die mehrmalige Iteration der Messgleichung.
Unter der Beriicksichtigung der qualitativen Kriterien ist der CDKF zwar der Algorithmus mit geringsten
Anforderung, die deutlich bessere Leistung des IUKF rechtfertigt allerdings den Mehraufwand wahrend des
Filterentwurfs und den erhohten Rechenaufwand. An dieser Stelle sei angemerkt, dass mit geringerer Breite
des Intervalls der ballistischen Konstante sich die Filtergiite der Algorithmen anndhert, besonders wenn
dass Intervall nach oben hin verkiirzt wird. Dies liegt darin begriindet, dass die Nichtlinearitdten besonders
bei Objekten mit kleiner ballistischen Konstante zum Tragen kommen, da diese stirker als Objekte mit

groBer ballistischer Konstante abgebremst werden.

5.2 Reversible Gasgleichgewichtsreaktion (Demonstration

beschrankte SMC-Methoden)

Betrachtet werden soll die reversible Gasgleichgewichtsreaktion [66]
k _
2A=2B k=0.16 (5.9)

mit Stéchiometriematrix v = [—2 1] und Reaktionsrate r = k - ¢%. Die Zustinde des Systems sind
x = [pa ¢B|", wobei ¢; den Partialdruck von Komponente j kennzeichnet. Es sei angenommen, dass die
Voraussetzungen fiir ein ideales Gas giiltig sind und dass die Reaktion in einem gut geriihrten (homoge-
ne Gasverteilung), isothermen Batch-Reaktor stattfindet. In diesem Fall ergibt sich das zeitdiskretisierte

Zustandsraummodell

T =Tp1 + T VT =T + T VTl;:x%,k_l (5.10)

mit Messgleichung

Yk = [1 1]£Ck (5.11)

und Diskretisierungsschrittweite 7 = 0.1s. Fiir die stochastische Zustandsfilterung werde nun folgendes

Zustandsraummodell betrachtet:

T = Xg—1+T: VTI;::Z:%_’,W1 + KE—1
= F(Tk-1,uk-1,Kk-1) (5.12)
ye = [ ak + % =H(Tk, uks W) 5 (5.13)

wobei k und «y mittelwertfreie, normalverteilte Zufallsvariablen seien.
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Beobachtbarkeit des deterministischen Systems

Die Beobachtbarkeitsmatrix fiir dieses Beispiel ist

1 1
BM(z) = B (5.14)
1—-27kxy1y 1
und besitzt vollen Rang V z;, € R™ A z1 > 0. Da die Partialdriicke nichtnegativ und gréBer null sind ist
das autonome System lokal beobachtbar.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-IoN

Die angenommene Verteilung des initialen Systemzustands, welche zur Initialisierung der Filter verwendet
wird, sei 29 ~ N (#0;[0.1 4.5]7, diag([62 62])), wohingegen der wahre Initialzustand des Systems z( =
[3 1] sei. Hier sei angemerkt, dass die initiale Schitzung (die Annahme des Anwenders) mangelhaft ist.
Um den in Kapitel 3.3 vorgestellten Ansatz zu testen, wurden vier SMC-Methoden (GPF, ASIR, RPF
und GMSPPF) mit dem Projection-Sampling-Ansatz fiir beschrénkte Verteilungen ausgestattet (G = 5)
und am obigen System getestet. Alle Partikel-Filter haben eine Partikelanzahl N = 200. Der GMSSPF
verwendet ein 5-1-1 GMM, d.h. die priori und posteriori Verteilung des Zustandes werden als GMM mit
fiinf Komponenten, das System- und Messrauschen als GMM mit jeweils einer Komponente approximiert.

Weitere Simulationsparameter sind der Tabelle 5.5 zu entnehmen.

MC-Simulationen MC = 2000

Observationen K = 300

Systemrauschen Ki—1[Pa Pa] ~ N (k;0, diag([0.001% 0.001?%]))
Messrauschen v [Pa] ~ N(7;0,0.1%)

POD pp =1

Divergenzgrenze DIVipyres [Pa Pa]T = [10 1O]T

Filter GPF, ASIR, RPF, GMSPPF

Tabelle 5.5: Studienparameter reversible Gasreaktion.

In zwei Szenarien wurde der Einfluss verschiedener Informationen iiber die Zustandsschranken auf den

Schatzfehler und die Robustheit untersucht und verglichen mit den unbeschrénkten Algorithmen:

1. Szenario 1: Die Partialdriicke des Systems sind nichtnegativ. In diesem Szenario (=) wurde diese

Information den Partikel-Filtern zur Verfligung gestellt.

2. Szenario 2: In diesem speziellen Beispiel liberschreiten die Partialdriicke einen oberen Grenzwert von
3 Pa nicht. In diesem Szenario (Z2) wurde die komplette Information iiber die Schranken den Filtern

zur Verfiigung gestellt.

In Abbildungen 5.5 und 5.6 sind die Verldufe der RMSE der vier Filter fiir die zwei Szenarien sowie
den unbeschriankten Fall abgebildet. Die Ergebnisse der Simulationsstudie sind zusatzlich in Tabelle 5.6

zusammengefasst.
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Abbildung 5.5: RMSE des GPF und ASIR mit und ohne Informationen iiber die Beschrankungen des Zustandsraumes fiir die

reversible Gasreaktion.

Unbeschrankte Algorithmen

Beschrankte Algorithmen

Algorithmus
RTAMSE JRobustness = RTAMSE JRobustness
= 0,
GPF 0.39\0.59 Pa 64.40% =1: 025\0.39Pa 99.90%
=P 0.20\0.27 Pa 99.90 %
= - 0,
APF 0.39\0.59 Pa 65.70% =1: o 0.25\041Pa 99.10%
Z»:  0.22\0.41Pa 99.15%
RPF 0.45\0.47 Pa 78.80% =1: o 0.27\0.44Pa 100.0%
S»:  0.21\0.27Pa 100.0%
= 0.21\0.24 Pa 100.0%
GMSPPF 0.61\0.59 Pa 100.0% ! \ °
S»:  0.20\0.24Pa 100.0%
Z1: x>0
Sy 0<z<3

Tabelle 5.6: RTAMSE und Robustheit der untersuchten Partikel-Filter mit und ohne Informationen tiber die Beschrankungen

des Zustandsraumes fiir die reversible Gasreaktion.

Beurteilung der Ergebnisse

Wie erwartet reduziert sich der Schatzfehler in Form des RMSE und RTAMSE je mehr Information iiber
die Beschrankungen des Zustandsraumes den SMC-Methoden zur Verfiigung gestellt wird. Dariiber hinaus

kann man den Abbildungen entnehmen, dass die Schatzgiite signifikant zwischen den einzelnen Partikel-
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Abbildung 5.6: RMSE des RPF und GMSPPF mit und ohne Informationen iiber die Beschrankungen des Zustandsraumes fiir

die reversible Gasreaktion.

Filtern variiert, was am allgemeinen Problem der Approximationslésungen der RBS fiir das nichtlineare
Filterproblem liegt. Somit zeigt auch dieses Beispiel noch einmal, dass eine Uberpriifung der Algorithmen
fiir ein System und dafiir zu l6sende Schatzaufgabe unabdingbar ist. Tabelle 5.6 zeigt nochmals einen
Vergleich der Algorithmen in Form des RTAMSE und Robustheit. Abermals ist offensichtlich, dass je mehr
Information iiber die Zustandsschranken den Algorithmen zur Verfiigung gestellt werden, desto bessere
Zustandsschatzungen mit hoherer Robustheit erzielt werden konnen. Die RTAMSE der unbeschrankten
Algorithmen sind hoher mit niedriger Robustheit. Die Einbindung der Information iiber die Nichtnegativitat
fiihrt bereits zu robusten Schatzern (Robustheitsindizes nahe 100 %) mit verbesserter Schatzgiite. Dies ist
besonders hervorzuheben, da divergierte Monte-Carlo-Simulationen nicht in der Berechnung des RTAMSE
beriicksichtigt werden. Wird die Obergrenze von 3 Pa zusatzlich den Algorithmen zur Verfiigung gestellt,

so kann die Schatzgiite der Algorithmen bei gleichbleibender Robustheit weiter gesteigert werden.
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5.3 Terrain-Aided-Navigation

Die primire Navigationseinheit fiir die Lagebestimmung und den rechtsweisenden! Kurs moderner Flug-
zeuge ist das Trigheitsnavigationssystem (TNS), z.B. Honeywell LaserNavll. Es besteht aus drei senkrecht
zueinander angeordneten Beschleunigungssensoren und drei Lasergyroskopen. Im Ausrichtungsmodus vor
dem Start berechnet das TNS die Lage seiner Referenzachsen beziiglich des lokalen Horizontsystems.
Zusatzlich wird wahrend der Ausrichtungsphase die Flugzeugausrichtung beziiglich geographisch Nord und
die geographische Breite durch Messung der Erddrehraten bestimmt. Fiir eine Konsistenziiberpriifung und
zur Festlegung der Startposition miissen die geographische Breite und Lange in das Gerdt eingegeben
werden. Im Navigationsmodus wahrend des Fluges liefert das TNS Angaben iiber Flugzeugdrehraten, Flug-

zeuglage im Raum, rechtsweisenden Kurs, Beschleunigungen, Geschwindigkeit sowie Position.
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Abbildung 5.7: Konzept Terrain-Aided-Navigation.

Aufgrund von Fehlern in der Initialisierung und Messfehlern der Beschleunigungssensoren wird die wahre
Position des Flugzeugs von der Positionsschatzung des TNS wegdriften. Das TNS liefert somit lediglich
hochgenaue Positionsschatzungen iiber einen kurzen Zeitraum. Terrain-Aided-Navigation (TAN) ist ein
neues Konzept zur Navigation, wo unter Verwendung einer 3D-Topographie-Karte (DTED: Digital Terrain
Elevation Data) des iiberflogenen Terrains der Fehler des TNS durch WI-Verfahren korrigiert wird. So
kann erreicht werden, dass die Navigationseinheit iiber sowohl iiber kurze, als auch iiber lange Zeitrdume

genaue Positionsangaben liefert. Oftmals findet eine weitere Unterstiitzung der Positionsbestimmung iiber

LEin Kurs in Bezug auf den geographischen Nordpol ist rechtsweisend, ein Kurs in Bezug auf den magnetischen Nordpol ist

missweisend.
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GPS statt. Eingesetzt wird TNS mit GPS und Mapmatching (TERPROM: Terrain-Profile-Matching) in
modernen Kampfflugzeugen wie beispielsweise der F-16 und dem Eurofighter Typhoon sowie in der Storm

Shadow Cruise Missile.

TEM
TAN
.......................................... TNS —_——— e e e e ——
Lokale
0 Orientierung X
> > TNF >
A

X R Globale R Korrektur Xotoal . X .

»  Projektion | Gravitation v " "

X, Xy

Abbildung 5.8: Blockschaltbild Terrain-Aided-Navigation - Strapdown TNS [85] mit WI.

Abbildungen 5.7 und 5.8 veranschaulichen das TAN-Konzept. An Bord des Flugzeugs ist eine 3D-Karte des
liberflogenen Terrains hinterlegt. Fliegt das Flugzeug nun innerhalb dieses Gebiets, wird aus der Differenz
der absoluten Hdhenmessung (iiber Null) und der Hohe iiber Grund eine " Messung” der Topographie (TEM:
Terrain-Elevation-Measurement) erstellt. Diese Messung wird mit der hinterlegten 3D-Karte verglichen und
erlaubt die Korrektur der iiber das TNS gelieferten Position (TNF: Terrain-Navigation-Filter). TAN hat
den Vorteil gegeniiber anderen Navigationsmethoden (z.B. GPS), dass das Verfahren Positionsschitzungen
autonom generiert und nicht auf unterstiitzende Informationen, von z.B. Satelliten, angewiesen ist. TAN
ist nicht anwendbar iiber groBen Gewassern (hier kommen dann magnetische Karten zum Einsatz), sehr
flachen Terrains oder bei sehr groBen Hohen iiber Grund. Andererseits ist es ohne EinbuBen bei jeglichen
Wetterbedingungen, tags und nachts einsetzbar und robust gegeniiber elektronischen MaBnahmen zur Na-

vigationsstorung. Letztere Eigenschaft ist besonders bei militarischen Applikationen niitzlich.

Das resultierende Schatzproblem ist sehr herausfordernd aufgrund der hohen Anforderungen an die Genau-

igkeit sowie Robustheit und die variierende Charakteristik eines Terrains. Das System ist zudem hochgradig
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nichtlinear. Das DSSM ist durch

Tk = Th-1 + Uk—1+ K1 = FRef,pit(Tho1, Uk—1, Kk—1) (5.15)

Yk h(zk) + e = Hrep,pi (T, e, Ti) (5.16)

gegeben, wobei das TNS die relative Bewegung, uy_1, zwischen zwei Messungen liefert. Die Messgleichung
h ist gegeben durch die 3D-Karte der Topographie, die Zustidnde entsprechen hier der X- und Y-Position
auf der Karte (Abbildung 5.9).

Beobachtbarkeit des deterministischen Systems

Auf den Nachweis der Beobachtbarkeit wird hier verzichtet, da die analytischen Jacobi-Matrizen der Mess-
gleichung nicht herleitbar sind. Prinzipiell kénnten die bené&tigten Jacobi-Matrizen iiber den Differenzenquo-
tienten berechnet werden und der Rangnachweis simulativ erfolgen. Dies erfordert aber die Simulation des

gesamten moglichen Zustandsraumes der Flugzeugtrajektorie und wird deshalb hier nicht weiter betrachtet.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-loN

Um die Filteralgorithmen fiir verschiedene Topographien zu testen, wurden zwei Simulationsstudien mit un-
terschiedlichem Terrain durchgefiihrt. In der ersten Studie (Szenario 1) wurde das Tracking-Verhalten iiber
bergigem Terrain (Mount Washington), in der zweiten Studie (Szenario 2) iiber flachem Terrain (Anderson
County, Texas) ausgewertet. Die DTED-Daten wurden vom US Geological Survey zur Verfiigung gestellt
und sind unter http://data.geocomm.com frei zugdnglich abrufbar. Beide DTED-Datensétze haben eine
Gitternetzauflésung von § = 30 m. Abbildung 5.9 zeigt die Terrains als 3D-Plots und Hohenlinienplots mit

jeweils 50 Flugzeugtrajektorien.

Fiir beide Simulationsstudien wurden die in Tabelle 5.7 aufgefiihrten Rahmenbedingungen gewahlt. Zur
Berechnung des PCRB werden die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der logarithmierten Likelihood-
Verteilung log p(yx|xk) bendtigt. Fiir additives, normalverteiltes Messrauschen reduziert sich die Berech-
nung auf die partiellen Ableitungen erster Ordnung der Messgleichung. Diese sind hier nicht analytisch
bestimmbar (DTED) und wurden in den Simulationsstudien durch die Differenzenquotienten ersetzt. Die

Ergebnisse der Simulationsstudie sind in Abbildung 5.10 zu sehen und in Tabelle 5.8 zusammengefasst.

Beurteilung der Ergebnisse

Bereits am Verlauf des PCRB erkennt man, dass die Positionsschitzung mit abflachendem Terrain schwie-
riger wird, da weniger Informationsgehalt in den DTED-Daten steckt. Sowohl der Gradient als auch der
finale Wert des PCRB indizieren, dass fiir bergiges Terrain genauere Positionsschatzungen moglich sind.
Dies spiegelt sich auch in den Schatzungen der Filter wider. Fiir das bergige Terrain liefern alle untersuch-
ten Algorithmen nahezu gleiche Filtergiite und konvergieren relativ schnell gegen den PCRB, wobei der

GPF die hochste Konvergenzrate besitzt. Der Partikel-Filter ist ebenso der robusteste Algorithmus. Fiir
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Abbildung 5.9: Oben Links: DTED Mt. Washington Oben Rechts: DTED Anderson County, Texas (Gitternetzabstand im Bild

6 = 90m); Unten: Hohenlinien und Flugzeugtrajektorien Szenario 1 (Links) und Szenario 2 (Rechts).

MC-Simulationen MC = 500

Observationen K = 150

Initialisierung zo [m m]T ~ N (zo; [500 500]7,1-802)
Systemrauschen ki1 [mm]?T ~ N(k;0,1-4)
Messrauschen Yi [m] ~ N(v;0, 16)

POD pp =1

Divergenzgrenze DIVrpyes [m m]T = [300 BOO]T
TNSSzenario 1 ugp—1 [m m]T = [55 80]7

TNSszenario 2 up—1 [m m]? = [70 80]7

Filter EKF, UKF, GPF (2000 Partikel)

Tabelle 5.7: Studienparameter TAN.

das flache Terrain liefern die GauB-Filter im Gegensatz zum bergigen Terrain nur unbefriedigende Positi-
onsschatzungen. Lediglich der Partikel-Filter konvergiert gegen den PCRB und wird optimal. Des Weiteren

neigen die GauB-Filter zu verschlechterter Robustheit, der Partikel-Filter hingegen bleibt robust. In der
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Rechenzeit schneidet der EKF in beiden Szenarien am schlechtesten ab, da in jedem Filterungsschritt die

numerische Jacobi-Matrix der Messgleichung (DTED) bestimmt werden muss. Aus diesem Grund scheiden

auch iterierende Verfahren (IEKFy 2) in dieser Evaluierung aus, da durch die mehrmalige lteration des Fil-

terungsschritts die Rechenzeit stark ansteigt.

120

ReBEL-loN <> Mount Washington

100

80

RMSE vs. PCRB [m]

=== =1 PCRB|]
——— EKF

UKF [
GPF |7

50 75 100
Observation k

120

n [%]

20

Il Il Il 1
75 100 125 150
Observation k

25 50

[m]

RMSE vs. PCRB

n [%]

ReBEL-loN <> Anderson County, Texas

120
100
80
60 s
aof

20t

Q.-----

50 75 100 125
Observation k

120
100}
80

60

20

Il Il Il 1
75 100 125 150
Observation k

25 50

Abbildung 5.10: Oben: RMSE vs. PCRB und Filterwirkungsgrad fiir das bergige Terrain. Unten: RMSE vs. PCRB und

Filterwirkungsgrad fiir das flache Terrain. Um Platz zu sparen, wurden die RMSE-Verldufe der X- und Y-Positionsschitzung

iber die Euklidische Norm zusammengefasst.

Szenario 1 - Mt. Washington Szenario 2 - Anderson County
Algorithmus n RTAMSE RI JRob. tsim TI 7 RTAMSE RI JRob. tsim TI
[%] [m] [%] [%] [s] [%] [%] [m] [%] [%] [s] [%]
EKF 86.6 21.02 0.0 99.4 8.40 0.0 56.6 48.13 -18.8 99.4 8.56 -546.7
UKF 89.4 19.87 55 99.6 1.39 83.4 71.8 39.89 0.0 99.4 1.32 0
GPF 925 18.92 10.1 100 1.71 79.6 86.8 33.57 155 100 1.54 -16.7
PCRB | -] ws 7| - | - | - | -] 23 [ss]| - | - [ - ]

Tabelle 5.8: Simulationsergebnisse TAN.

Obwohl der GPF sowohl in der Qualifikationsanforderung als auch im Filterentwurf gem&B der vorgeschla-

genen Kriterien schlechter abschneidet, lohnt sich der zusatzliche Mehraufwand in der Einsatzvorbereitung

in diesem Beispiel.
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Fiir weitere Information mit detaillierten Applikationsbeispielen und Vergleichen zu alternativen Naviga-
tionsmethoden sei auf [86] und [87] verwiesen. Fiir generelle Informationen iiber Avionik seien [88] und

[89] empfohlen. Einen guten Einstieg in TNS liefert [85].

5.4 Nichtlineare Trajektorienregelung des Klatt-Engell-Reaktors

durch E/A-Linearisierung

Moderne nichtlineare Regelungskonzepte basieren i.d.R. auf der Kenntnis des vollen Zustandsvektors. Wer-
den diese nicht alle gemessen, miissen Beobachter bzw. Filter zum Einsatz kommen. In diesem Beispiel
soll die entwickelte Methodik am Beispiel einer nichtlinearen Folgeregelung des KLATT-ENGELL-Reaktor-
Benchmarks [90] durch exakte E/A-Linearisierung (benétigt volle Zustandsvektorriickfiihrung) gezeigt wer-
den. Der von KLATT&ENGELL untersuchte Prozess beschreibt die Herstellung von Cyclopentenol (Stoff
A) aus Cyclopentadien (Stoff B) durch siurekatalysierte elektrophile Addition von Wasser. Die Umsetzung
erfolgt bei 15 bar in einem mit Stickstoff inertisierten, kontinuierlich betriebenen Riihrkesselreaktor, der in

Abbildung 5.11 schematisch dargestellt ist. Der Reaktor ist mit einer Mantelkiihlung versehen.

s

V’ CAO’ TRO

V, Cy Co» T

Abbildung 5.11: Schematische Darstellung des KLATT-ENGELL-Reaktor-Benchmarks.

Zusammenfassung exakte E/A-Linearisierung fiir SISO-Systeme

Die exakte Linearisierung ist eine Methode zur Regelung und Stabilisierung von steuerbaren Systemen, die

stetig differenzierbare Nichtlinearititen aufweisen. Wichtigste Literaturstellen sind [90] und [91].

Wahrend herkdmmliche Arbeitspunkt-Linearisierungen lediglich fiir eine gewisse Umgebung um den Linea-

risierungspunkt giiltig sind, bietet die exakte Linearisierung eine Moglichkeit, Systemen durch eine statische
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Zustandsvektorriickfiihrung einen globalen linearen Charakter zuzuweisen. Es kénnen dann fiir das gewon-
nene, liber den gesamten Arbeitsbereich statisch und dynamisch lineare Verhalten, gewchnliche lineare
Regler mit einem einzigen bedarfsoptimalen Parametersatz angewendet werden. Abbildung 5.12 zeigt das

Schema einer Regelung durch exakte E/A-Linearisierung.

Nichtlineares | U (* Nichtlineares vy
Regelgesetz System !

N e e —

Linearer
Regler (PID)

Abbildung 5.12: Schematische Darstellung der exakten E/A-Linearisierung.

Fiir diese Methoden werden spezielle differentialgeometrische Operatoren bendtigt, die aus der Theorie
der Lie-Algebra stammen. Fiir die Anwendung der Methode muss das zu regelnde System in einer defi-

nierten Normalform

z = f(z,u) =f(x) + g(z)u (5.17)

y = h(z) (5.18)

vorliegen, d.h. das System muss eine lineare Steuerung (u multiplikativ verkniipft mit g) aufweisen, was
oft der Fall ist. Dem Entwurf des nichtlinearen Regelgesetzes geht die Bestimmung des relativen Gra-
des voraus. Fiir lineare Systeme entspricht der relative Grad der Differenz zwischen Polen und Nullstellen
(Poliiberschuss). Fiir nichtlineare Systeme wird mit Hilfe der LiE-Ableitungen der relative Grad RG ein-
gefiihrt. Fiir das System ((5.17),(5.18)) werden die LiE-Ableitungen

LoL(x) 0. L) £ 0., L,Ph(z) 0 (5.19)

solange gebildet, bis
L, R Vh(x) £0 Vo € 8 (5.20)

ist. Der relative Grad ist dann RG. Dabei bezeichnet $ € R™ den Raum der erwarteten ZustandsgroBen
x. Der relative Grad RG des Systems muss, um einen vollstindigen dynamischen Ausgleich erreichen zu
kénnen, gleich der Systemordnung n sein, im linearen Fall besiBe das System also keine Nullstellen. Wenn
das System einen relativen Grad besitzt, der kleiner ist als die Systemordnung, verbleiben auch nach der
exakten Linearisierung noch n — RG nicht kompensierbare Dynamiken im System (das waren im linearen
Fall die Nullstellen, die auch durch einen Regler nicht zu manipulieren sind). Solange diese Nulldynamik
jedoch stabil ist, ist deren Einfluss oft nicht groB, so dass die Methode trotzdem ohne merkbare EinbuBen
angewandt werden kann. Das einfache Regelgesetz der exakten E/A-Linearisierung lautet:
v — EERg)h(x)

ut) = ——
£, V()

(5.21)
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Das durch (5.21) linearisierte System besitzt integralen Charakter, das Eingangssignal v wird RG-mal
integriert, d.h. im LAPLACE-Raum gilt y(s) = ?713_;'0(8). Durch geschickte Wahl des Eingangs v kann man
bestimmte Systemeigenschaften gewinnen. Werden weitere L1E-Ableitungen, also zeitliche Ableitungen des
Ausgangs, hinzugenommen, kénnen Ubertragungsfunktionen mit gewiinschten dynamischen Eigenschaften

gestaltet werden. Mit

RG—1
v=0— Y B LM h(x) (5.22)
m=0

erfolgt eine Polvorgabe 3hnlich zur linearen Zustandsvektorriickfiihrung. Das durch (5.21) linearisierte

System mit gewshltem Eingang (5.22) besitzt die Ubertragungsfunktion

B y(s B 1
G = 365) = 3RO T BT 5 . 5 F05 5 O (5.23)

~

=1

Die Koeffizienten 3() werden nun so gewihlt, dass ein gewiinschtes dynamisches Verhalten entsteht. Der
Reglerentwurf kann dann nach den bew3hrten Methoden der linearen Regelungstheorie erfolgen. Aus (5.23)
erkennt man, dass im stabilen, konvergenten Fall die Ubertragungsfunktion die statische Verstirkung ﬁ
besitzt. Um dies zu kompensieren, muss die FiihrungsgroBe mit 3(9) multipliziert werden, um eine korrekte

Folgeregelung zu erhalten.

Prozessmodell, Regelungsaufgabe, Reglerentwurf und Evaluierung mit ReBEL-IoN

Prozessmodell

Die Herleitung des Prozessmodells ist ausfiihrlich in [90] beschrieben, wo auch simtliche Parameter sowie
Toleranzen angegeben werden. Daher wird an dieser Stelle nur kurz das kontinuierliche Systemmodell
vorgestellt. Die Zustinde x = [ca ¢ Tr TK]T entsprechen den Konzentrationen der Stoffe A und B sowie

der Reaktor- und KiihImanteltemperatur. Das nichtlineare Differentialgleichungssystem ist durch

. 1%
ca = V—R(CAO —ca) — k1(Tr)ca — k3(Tr)c% (5.24)
. v
cp = —V—RCB + kl(TR)CA — kQ(TR)CB (5.25)
: 1% 1 )
TR = V—R(TRO _TR) - p?[kl(TR)CAAHRAB +k2(TR)CBAHRBC -i-kg(TR)CAAHRAD]
P
kwARgr
Tk — 1T, 5.26
pCpVR( K R) ( )
. 1 )
Tk = ——=—[Qk+kwAr(Tr —Tk)] (5.27)
mrCpk

gegeben, wobei als StellgréBen der bezogene Volumenstrom VLR sowie die Leistung des Warmetauschers Qk

zur Verfiigung stehen. kq, ko und ks beschreiben temperaturabhingige (Reaktortemperatur) Reaktionsge-
schwindigkeitskoeffizienten. Fiir die nominellen Parameter und weitergehende Informationen sei nochmals

auf [90] verwiesen. Gemessen wird die Produktkonzentration cp.
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Regelungsaufgabe

Es soll eine Folgeregelung fiir die Produktkonzentration cp entworfen werden.

Reglerentwurf

Um eine Entkopplung der Gleichung fiir den Kiihlkreislauf zu erreichen, wird das einfache Regelgesetz

Qr =u2 = —kwAr(Tr — Tko) = —kwAr(xs — Tko) (5.28)

kw AR
mrCpi

gewahlt und es gilt ©4 = — (x4 —Tko) mit Tko als Temperatur des KiihImittels. Damit ist die obi-

ge Gleichung von den anderen ZustandsgréBen entkoppelt und die Kiihimitteltemperatur x4 wird konstant

gehalten. Da x4 nicht gemessen werden kann, kommt der triviale Beobachter 5:4 = —7::5‘;( (Z4 — Tko)

zum Einsatz.

Das System ist nun auf ein SISO-System reduziert und kann durch die vorgestellte E/A-Linearisierung

geregelt werden. Dazu muss zunichst der relative Grad des Systems bestimmt werden:

Egﬁgo)h(:v) = Lyh(z) = % cglx) =—22#0 Vay €8. (5.29)

Der relative Grad ist somit RG = 1. Zur Bestimmung des Regelgesetzes muss lediglich
EERQ:l)h(Z) = kl (Ig)xl + kg (Ig)ZCQ (530)
berechnet werden und das nichtlineare Regelgesetz ergibt sich zu:
v — (kl (Ig)xl —|— kQ(Ig)ZCQ)

= . . 1
u — (5.31)

Die linearisierte Regelstrecke weist somit integrales Verhalten mit Ubertragungsfunktion G (s) = % auf. Ei-

ne strukturstabile Regelung kann mit einem einfachen P-Regler (Ubertragungsfunktion G, = K,) erfolgen.

Durch die Riickkopplung ergibt sich die Ubertragungsfunktion des geschlossenen Systems Gu(s) = Llsﬂ.
Kp

Die Verstarkung muss nun so eingestellt werden, dass Beschrankungen des Stellapparates, z.B. Stellweg-

beschrankung oder maximale zeitliche Differentiale der StellgroBe u, eingehalten werden. Fiir nachfolgende

Studien wird K, = 2 festgelegt.

Das Regelgesetz erfordert die Kenntnis der ersten drei Zustinde, wobei lediglich x2 gemessen wird. Die
restlichen Zustéande miissen durch WI-Verfahren geschitzt werden. Auf den Nachweis der Beobachtbarkeit

wird hier aus Griinden der Ubersicht verzichtet.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-loN

Das kontinuierliche Prozessmodell wurde mit einer Schrittweite von 7 = 0.01s durch explizite EULER-

Diskretisierung diskretisiert. Der benétigte (statistisch mittlere) exogene Eingang (Stellsignal) wurde durch
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die nominale Regelung (Zustandsvektor vollstindig bekannt) ohne System- und Messrauschen generiert. Fiir
die Simulationsstudie in ReBEL-loN wurden die in Tabelle 5.9 aufgefiihrten Rahmenbedingungen gewahlt.
Die Ergebnisse der Studie sind in Abbildung 5.13 zu sehen.

MC-Simulationen MC = 500

Observationen K = 2001

Initialisierung zo [mel mol K K]T ~ N (2o;[3.22 0.9 386.5 386.1]", diag([0.1 0.1 10 10]))
Systemrauschen K [Bel mol K KT ~ N(k;0,1-1079)

Messrauschen e [BL] ~ N (730,0.4)

POD pp =1

Divergenzgrenze DIVrhres [Llf’l mTOI K K]T = [o0 00 0 oo]T

Fiihrungssignal T2, 501l [mTOl] = 0.8+ 0.270(t — 5) — 0.270(t — 15) — Zur Bestimmung von U, siehe Seite 70
Filter EKF, UKF, CDKF

Tabelle 5.9: Studienparameter des KLATT-ENGELL-Reaktor-Benchmarks.

Beurteilung der Ergebnisse

Die Simulationsstudie zeigt, dass alle Filter fiir alle Zustiande dem PCRB exakt folgen, effizient mit Wir-
kungsgrad n = 100 % sind und nicht divergieren. Aus diesen Griinden wird sowohl auf die Darstellung
der RMSE-Verldufe der einzelnen Filter als auch auf die Wirkungsgradverlaufe verzichtet. Die bisher stets
gezeigte tabellarische Auswertung wird hier ebenso nicht aufgefiihrt, da die Filter keine signifikanten Un-

terschiede in den quantitativen Kriterien liefern.

Aufgrund der in dieser Arbeit vorgeschlagenen qualitativen Kriterien wird fiir die weiteren Studien ein CDKF
ausgewahlt, da dieser im Filterentwurf gegeniiber dem EKF geringere Anforderungen hat und gegeniiber
dem UKF weniger Parameter zum Einstellen besitzt. Der geringere Installations- und Implementierungs-
aufwand des EKF kann hier vernachlissigt werden, da die Implementierung in MATLAB® erfolgt und die
erforderlichen Algebraoperationen komfortabel unterstiitzt werden. Bei einer anderen Zielplattform muss

neu zwischen einem EKF und einem CDKF abgewagt werden.

Adaptive Regelung

Zur Demonstration des Reglerentwurfs mit Zustandsschatzung durch einen CDKF werden zwei Studien fiir

die Fiihrungssignale

Toson1 = 0.8—0.30(t—5)+0.30(t—15) (5.32)

0.8+ 0.270(t — 5) — 0.270(t — 15) (5.33)

X2, s0ll,2

durchgefiihrt. Dabei wird eine nominale Regelung (Zustandsvektor bekannt + aktuelle Messung) mit einer
adaptiven Regelung (Zustandsvektor geschitzt + Messung gefiltert) verglichen. Der Verlauf der RegelgroBe

fiir die zwei Simulationen ist in Abbildung 5.14 zu sehen.
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ReBEL-loN <> Konzentration Stoff A c

ReBEL-lIoN <> Konzentration Stoff B cp
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Abbildung 5.13: RMSE vs. PCRB fiir die Zustinde des KLATT-ENGELL-Reaktors.

Fiihrungssignal 1 - Regelung cp

Fiihrungssignal 2 - Regelung cp
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Abbildung 5.14: Regelung der Produktkonzentration cp fiir zwei Fiihrungssignale (AR: Adaptive Regelung - NR: Nominale
Regelung).

Bereits in der ersten Studie wird deutlich, dass der ungefilterte Einfluss des Messrauschens auf die Regel-
groBe gravierend ist und zu erheblich schlechterer Regelgiite als beim gefilterten System fiihrt. Die adaptive
Regelung ermoglicht eine sehr genaue Regelung mit erwartetem linearen PT1-Verhalten bei jeglichem Ar-
beitspunktwechsel. Die konstanten Parameter des Reaktors wurden gemaB dem optimalen Betriebspunkt

(siehe [90]) gewshlt. In dieser Fahrweise besitzt die Nulldynamik des Systems in der Nahe von cp = 1.09 22
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eine Zentrumsmannigfaltigkeit, d.h. in der Umgebung des optimalen Betriebspunktes gibt es Gebiete mit
asymptotisch stabiler Nulldynamik (minimalphasiges E/A-Verhalten) und Gebiete mit instabiler Nulldyna-
mik (nicht minimalphasiges E/A-Verhalten). Die Regelung wird auBerordentlich erschwert, da Stdrungen
(z.B. Messrauschen) zu einem Vorzeichenwechsel der stationaren Verstarkung und damit zu einer Pha-
senunsicherheit von 180° fiihren kénnen. In der zweiten Studie wird deutlich, dass eine stabile Regelung
in der Ndhe des optimalen Betriebspunktes nur mit der adaptiven Regelung moglich ist. Der eingesetzte
CDKF kompensiert das Messrauschen vollstandig. Die nominale Regelung wird instabil. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass der Einsatz eines einfachen Tiefpass-Filters zur Unterdriickung des Messrauschens evtl.
eine stabile Regelung liefern kann, aber in der Anregelzeit der adaptiven Regelung mittels CDKF deut-
lich unterlegen ist. Der Tiefpass wiirde zwar das Rauschen unterdriicken, allerdings auch das eigentliche

Nutzsignal zeitlich verzégern, was zu langsamerer Regelung fiihrt.

5.5 Studie zur modellbasierten Diagnose eines Dieselpartikelfilters

(DPF)

Die Uberwachung sicherheits- und emissionsrelevanter Komponenten im modernen Kraftfahrzeug gewinnt
immer mehr an Bedeutung. So miissen z.B. seit Januar 2001 alle Neufahrzeuge abgasrelevante Bauteile und
Systeme wahrend der Fahrt iberwachen, um die Grenzwerte vorgeschriebener Abgasemissionen einzuhalten.

Immer scharfere Vorgaben des Gesetzgebers erfordern so immer genauere Uberwachung.

Der Oberflachenfilter

Bei Oberflachenfiltern erfolgt die RuBabscheidung liberwiegend an der Oberfliche der Filterwand. Auf
der Filteroberflache entsteht dadurch der so genannte Filterkuchen, der die eigentliche, hochwirksame
Filterschicht darstellt und somit die RuBabscheidung erheblich unterstiitzt. Durch diesen Effekt konnen
Abscheidegrade von bis zu 99.9 % erreicht werden. Aufgrund des mit wachsendem Filterkuchen zunehmen-
den Stromungswiderstandes, was zu Leistungsverlust aufgrund erhéhter Ausschubarbeit des Motors fiihrt,
muss der Filter periodisch abgereinigt (regeneriert) werden. Dafiir existieren verschiedene Abreinigungsme-
chanismen. Eine Mdoglichkeit ist es, einen elektronisch gesteuerten Brenner in das Filtersystem einzubauen,
der bei einem bestimmten Druckverlust geziindet wird und die RuBpartikel durch ein Heraufsetzen der
Abgastemperatur abbrennt. Eine spezielle Bauform des Oberflachenfilters ist der von Daimler verwendete

Honeycomb-Filter, der in dieser Arbeit betrachtet wird.

Der Honeycomb-Filter ist ein wabenformiger Wandstromfilter, bei dem das mit RuBpartikeln versetzte
Abgas gefiltert wird, indem es durch eine pordse Filterwand stromt. Dieser Stromungsverlauf wird dadurch
erzwungen, dass die Kanale des Filters gegenseitig versetzt verschlossen sind und somit keinen anderen Weg

fiir das Abgas zulassen. Die Abbildung 5.15 zeigt einen solchen DPF. Die Partikel bleiben durch Adhé&sion
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an der Oberflache der pordsen Filterwand haften und bilden den Filterkuchen.

1. Vorgereinigte Abgase

2. Schnitt durch die Filterlamellen
3. Funktion der Filterlamellen

4. Drucksensor

5. Temperatursensor

6. Reinigungszyklus
A Filterphase

B Regenerationsphase

7. Gereinigte Abgase

Abbildung 5.15: Honeycomb-DPF.

Diagnoseaufgabe

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, ermoglicht es die modellbasierte Diagnose, detaillierte Diagnoseaus-
sagen zu treffen. Insbesondere die Kenntnis der Systemzustiande und System- bzw. Fehlerparameter ldsst
eine hohe Diagnosetiefe erreichen. Im nachfolgenden Beispiel wird eine Studie durchgefiihrt, die aufzeigt,
welche wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren fiir die Diagnose eines Dieselpartikelfilters am

besten geeignet sein kénnten.

Die Diagnoseaufgabe fiir einen DPF besteht aus drei Teilaufgaben:

1. Der Gesetzgeber schreibt vor, innerhalb eines Fahrzyklusses abgas-/emissionsbeeinflussende Durch-

briiche im Filter detektieren.

2. Nominalparameterschwankungen, bedingt durch Fertigungstoleranzen in der Serienproduktion, ma-

chen eine On-Line Adaption dieser Parameter innerhalb der ersten Betriebsstunden sinnvoll.

3. Die Schatzung der im Filter befindliche RuBmasse, um eine DPF-Regeneration (gezieltes Abbrennen

von RuB) aktiv einleiten zu kénnen, soll wirkungsvoll unterstiitzt werden.
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5.5.1 Versuchstrager

Als Versuchstrager diente eine Mercedes-Benz S-Klasse (S 320 CDI), Baujahr 2006, mit einem V6-Dieselmotor
und einer Leistung von 173 kW. Einige technische Daten des Motors im Versuchstrager sind in Tabelle 5.10

aufgelistet. Das Versuchsfahrzeug wurde mit einem Datenlogger (MultiLOG) der Firma GiN ausgeriistet,

Motordaten

Zylinderanordnung/-anzahl V6
Hubraum [cm?®] 2987
Nenndrehmoment [Nm bei 1/min] 540 / 1600-2400
Nennleistung [kW bei 1/min] 173 / 3600
Kompressionsverhiltnis 17.7:1

Tabelle 5.10: Einige technische Daten des Motors im Versuchstrager.

der sowohl CAN-GréBen mitloggt als auch durch CCP-Anfragen (CCP: CAN Calibration Protocol) iiber
den CAN-Bus Signale aus Steuergeriten ausliest. Die fiir die Diagnose relevanten GréBen kénnen so dem
CAN-Bus entnommen werden. Die Abbildung 5.16 zeigt schematisch den Aufbau der im Fahrzeug installier-

ten Messtechnik. Die Erfassung der CAN-Bus-Signale erfolgt direkt iiber den Datenlogger. Die geloggten

DATENLOGGER
Motorsteuergerat LAN
CCP
WLAN
CFC
| Power |
A U Bat. GND

Abbildung 5.16: Datenlogger im Versuchsfahrzeug.

Daten werden auf einer Compact-Flash-Karte gespeichert und kénnen iiber LAN, WLAN oder ein CF-

Karten-Lesegerat aus dem Datenlogger exportiert werden.

Erfasste MessgroBen

Die CAN-Signale sowie die aus der Motorsteuerung abgerufenen Signale unterliegen der Vertraulichkeit und
sind daher nicht in dieser Dissertation aufgefiihrt. Gleiches gilt fiir Informationen tiber die Abtastraten. Fiir

weitergehende Informationen muss die Absprache mit dem Autor und der Daimler AG erfolgen.
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5.5.2 " Blitzdiagnose” iiber DPF-Kennlinienschitzung mit dem linearen Kalman

Filter

Die Kennlinie eines DPF (Ap iiber V) lasst sich durch eine quadratische Gleichung approximieren. Dies
resultiert aus der Physik dissipativer Stromungen, welche vereinfacht durch eine quadratische Gleichung

beschrieben werden konnen, siehe z.B. [StA 1]. Es folgt also:
Ap= 0 -V +0, V2 (5.34)

Die Parameter 6; und 65 lassen sich rekursiv durch einen linearen Kalman Filter schatzen, da o0.a. Mess-

gleichung linear in den Parametern ist, d.h.
y=[V V201 62)7 + 1 = H(u)b + . (5.35)

Der lineare Kalman Filter ist optimal fiir lineare, GAUSS'sche Systeme. Daher muss keine Evaluierung er-
folgen und der KF kann direkt appliziert werden. Die Abbildung 5.17 zeigt die Kennlinien-Schatzung des
KF anhand realer UDC-Messdaten.

0 Verschlussausbriiche 1500 Verschlussausbriiche
120771 7] 1200——————————— 7T 1]
o Messdaten 2 ]
100 — KF 1 100 ]
s 80} ] = sof ]
a r ] a r ]
=3 [ ] = [ ]
g eof . g eof .
40F - a0f ]
20 L 1 20 L 1 1 1 1 1
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Volumenstrom [m*/h] Volumenstrom [m*/h]
2500 Verschlussausbriiche
120 T T T T T
100 1
T 80 ]
o
=
J eo0f ]
40} :
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200 400 600 5, 800 1000
Volumenstrom [m*/h]

Abbildung 5.17: Rekursive DPF-Kennlinien Schatzung mit dem linearen Kalman Filter.

Aus dem Verlauf der deutlich unterschiedlichen Kennlinien fiir die drei verschiedenen Fehlerfille 13sst sich
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eine Fehlerdiagnose ableiten. Mogliche Ansatze, den Riickschluss von der Kennlinie auf das FehlerausmaB
zu vollziehen, sind Expertensysteme oder kausale Netze (Probabilistisches oder Fuzzy-Logisches SchlieBen),

siehe z.B. [2] oder [92].

Der nachfolgend vorgestellte Ansatz sieht vor, Merkmale der Kennlinie dem FehlerausmaB zuzuordnen
und diese Beziehung in einem kiinstlich neuronalen Netz (KNN) abzulegen. Die Verwendung von KNN in
der MBD ist durchaus gingig, siehe z.B. [93], [94], [95] oder [96]. Die quadratische Kennlinie wird durch die
zwei Parameter 6, und 63 vollstandig beschrieben. Sie dienen als Eingangsdaten fiir das KNN, welches das
FehlerausmaB aus den Parametern berechnet. Als KNN wurde ein Feedforward-Netz mit zwei verdeckten
Schichten, jeweils 50 Neuronen und einer Tan-Sigmoidal-Ubertragungsfunktion gewihlt. Die Trainingsda-
ten fiir das KNN wurden durch das im nachfolgenden Kapitel vorgestellte Modell simulativ generiert. Aus
dem KNN kann dann fiir das FehlerausmaB in Abhdngigkeit von #; und 62 ein Kennfeld berechnet werden,
welches in Abbildung 5.18 zu sehen ist. Aus den UDC-Messdaten mit Kennlinienschatzung und anschlie-

Bender KNN-Diagnose resultieren die in Tabelle 5.11 gezeigten Diagnoseergebnisse.
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UDC - # Verschlussausbriiche 0 1500 2500
Diagnose KF 7 1036 | 2378

Tabelle 5.11: Diagnoseergebnisse KF++KNN anhand rea-
Abbildung 5.18: Kennfeld Diagnose (KNN). ler UDC-Daten.

Die Bewertung der Ergebnisse der Blitzdiagnose sowie der nachfolgenden DPF-Modellierung mit Parame-
teridentifikation und Applikation zur MBD des DPF mittels WI-Verfahren erfolgt geschlossen im Kapitel
5.5.6, ab Seite 129.
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5.5.3 Modellbildung, Fehlermodellierung und Nominalparameteridentifikation

Modellierung des statischen Druckverlustes

Von einer gasdynamischen Modellierung des Druckverlustes wird abgesehen, da diese in einem System par-
tieller Differentialgleichungen resultieren wiirde. Zum einen ist der Aufwand, ein solches System zu |6sen,
immens (FEM) und zum anderen wiirde die Modellierung die Beriicksichtigung der axialen und radialen
Verteilung des RuBes im DPF erfordern. Diese ist jedoch nicht bekannt und unmdglich modellierbar. Des
Weiteren erméglicht die Messdatenaufnahme keine Erfassung der hochdynamischen Gasbewegungen. Das
System kann und muss also als quasistatisch angenommen werden. Die statische Druckverlustmodellie-
rung wurde bereits von KONSTANDOPOULOS in [97, 98, 99, 100] ausgiebig untersucht und erfolgreich an
statischen Priifstandsdaten verifiziert. Die nachfolgenden Ausfiihrungen fassen die wichtigsten Ergebnisse

zusammen, wobei an einigen Stellen zum Verstandnis notwendige Erweiterungen angefiihrt sind.

Bei der Modellierung des statischen Druckverlustes iiber den DPF wird davon ausgegangen, dass es sich
um eine kompressible Stromung handelt. Die Gaskompressibilitat wird vorausgesetzt, da sie sich besonders
bei hohen Durchsatzen auswirkt und damit eine Giiltigkeit der Ergebnisse auch fiir hohe Durchsatzraten

gegeben ist.

Geometrien des DPF und Druckverlusteffekte

Fiir die Filterwirkung des DPF sind verschiedene Geometriedaten, wie z.B. Wandstarke w,,, Zelldichte und
PorengréBe von Bedeutung. Charakteristische GréBen sind der effektive Durchmesser D,y s, die effektive

Kanallange L.y und die Filterdichte o, die die Anzahl der Zellen pro Flacheneinheit beschreibt.

A

L, | | | | '4— a-2w, —p

———a—>
— a+t2w, —Pp

Abbildung 5.19: Langsschnitt durch einen DPF mit seinen charakteristischen GréBen und Driicke entlang eines Filterkanals.

Aus diesen charakteristischen AbmaBen lassen sich weitere geometrische Daten errechnen, die fiir die

Modellierung bendtigt werden:
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e Kanalbreite a: a = &

Vo W
e Effektives Filtervolumen Veyp: Vesp = %DgffLeff

Im Folgenden werden alle V. ;¢,Leyy durch V' bzw. L ersetzt.

Zur Analyse des globalen Druckverlustes iiber den gesamten RuBpartikelfilter von Eintrittsseite bis Aus-

trittsseite miissen die nachfolgenden Effekte berlicksichtigt werden:

Reibungsverluste entlang der Kanalwande.

Reibungsverluste beim Durchstromen der pordsen Filterwand.

Reibungsverluste beim Durchstromen der RuBschicht.

Druckverluste/-anstiege durch Kompression und Expansion am Ein- bzw. Austritt.

Da die Strémung von p7 am Eingang durch den Filter bis hin zu p; am Ausgang verlduft, ergibt sich der
gesamte Druckverlust zu Ap = p7—p1, wobei sich dieser wie folgt auf die verschiedenen Einzeldruckverluste
aufteilt:
Ap= (pr—ps) +(ps —ps)+ (p5 —p1) + (pa —p3) + (p3 —p2) + (P2 — p1) - (5.36)
—_— Y Y Y Y Y~
Kontraktion Reibung RuBlschicht  Filterwand Reibung Exzpansion
Um eine geschlossene Gleichung fiir den gesamten DPF berechnen zu kdnnen, werden zunéchst die Druck-

verlustgleichungen der einzelnen Abschnitte bestimmt.

Druckverlust durch Kontraktion

Um den Druckverlust am Eingang des Filters zu bestimmen, muss die Kontraktion der Stromung betrachtet

werden. Diese ldsst sich annahern durch:

U2
ApKontraktion =PpP7—P6 = CKon . pT (537)
Dabei ist Cxon der Kontraktionskoeffizient. Fiir die Stromungsgeschwindigkeit wird U = % = % ein-

gefiihrt mit der spezifischen Gaskonstante R und der mittleren Gastemperatur 7" sowie der Dichte p = 2%
und dem mittleren Druck p = %. Durch Einfiihrung des mittleren Drucks wird die Gaskompressibilitat
beriicksichtigt. Setzt man nun noch die Kontraktionsfliche A = ﬁ ein, erhdlt man am Eingang

folgende Gleichung fiir den Druckverlust:

. a + Wy L\?
ApKoeraktion =P7 —DP6 = \/pg +2- CKon -2RT - % . <E> — Pé6- (538)

Druckverlust durch Reibung im Einlasskanal

Der Druckverlust im Einlasskanal des DPF kommt durch die Reibung der Stromung an den Filterwanden
zustande. Angenommen wird hierbei, dass es sich um eine vollig entwickelte laminare Strémung handelt,

da fiir einen 5.66"” x 6” 200 cpsi DPF die Reynoldszahl typischerweise unter 1000 liegt. Der Druckverlust
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einer solchen Stromung bei einer Kanallange L berechnet sich iiber

UL
APEiniass = P6 — D5 = ( iU “F-g, (5.39)

a—2wg)?
wobei wg die RuBschichtdicke und 7 die dynamische Viskositat darstellt. Der Korrekturfaktor fiir starke
Saugeffekte & kann hier gleich eins gesetzt werden, da die Stromungsgeschwindigkeit meist so gering ist, dass
die Reynoldszahl unter zwei bleibt. Die Konstante F', welche Reynoldszahl und einen Reibungsfaktor zusam-
menfasst, wird durch Parameteridentifikation an Messdaten angepasst. Fiir die Stromungsgeschwindigkeit
U und den mittleren Druck gelten die analogen Annahmen wie zuvor. Damit ergibt sich der Druckverlust

fir den Einlasskanal zu:

(a+ wy)? 2FL?
v (a —2wg)*

ApEinlass = \/p% +nmRT - — Ps. (540)

Druckverlust beim Durchstrémen der RuBschicht

Der Druckverlust beim Durchstromen der RuBschicht folgt dem Gesetz von DARCY

b __n .V

R (5.41)

mit der RuBpermeabilitdt kr und der durchstromten RuBfliche Ag. Ersetzt man den Volumenstrom durch

den Massenstrom und die Dichte durch die allgemeine Gasgleichung, ergibt sich:

— = — 5.42
dx kR AR p ( )
Mit der durchstromten RuBflache
Ap=4-(a—2wg)-L-N, 4-(a—2wg)- 0V (a = 2wr) (5.43)
e -la — . . ells = -(a — SO - =q+ —F .
R WR Cell WR (a+ww)2
ergibt sich folgende Differentialgleichung fiir den Druckverlust:
_n mRT 1
pdp = P v dx. (5.44)
Die Integration der Differentialgleichung iiber den Druck p und die variable RuBschicht wg
D4 Y RT WR 1
/ S d (5.45)
s kr 40V Jy a—2x

liefert die Gleichung fiir den Druckverlust beim Durchstrémen der RuBschicht:

—ps—ps= g4 AL BT (et wn)” “ )
ApRuﬁ =DP5 — P4 \/]94 + kR % In 0 2wR P4 (546)

Druckverlust beim Durchstrémen der Filterwand

Der Druckverlust beim Durchstromen der Filterwand folgt ebenso dem Gesetz von DARCY, das sich
auf Grund der Annahme, dass in der Filterwand keine Querstromungen auftreten, auf eine Dimensi-

on reduziert. Da das Gesetz nur fiir eine schleichende laminare Durchstromung gilt, miissen bei hohen
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Stromungsgeschwindigkeiten zunehmende Tragheitseffekte, die FORCHHEIMER-Effekte, mit beriicksichtigt

werden. Dementsprechend gilt:

@7_i Vv V2

— . — . p —_—,
dx kw Ariter AL itier
—_—  —

(5.47)

DaArcy FORCHHEIMER

Hierbei ist k,, die Permeabilitdt der Filterwand und 3 der FORCHHEIMER-Koeffizient. Wie zuvor werden

auch hier Volumenstrom durch Massenstrom und Dichte durch allgemeine Gasgleichung ersetzt. Es folgt:

o _ _n _m R _,op i (BT
dr kw Apiter D RT ALy, p
n ™ RT > RT
_ B 5.48
kw AFilter p AQFilter p ( )
Zusammen mit der durchstromten Filterfliche Apjjer = aocLNgeys = (ai‘;‘ip ergibt sich folgende
Differentialgleichung:
n  mRT m2RT
dp = | —— - - 3. dx. 5.49
pap ( Fo daoV D (daovyz) (5:49)

Nach Integration liber p und der konstanten Filterwandstarke w,,

3 : -2 Wy
n  mRT m*RT /
dp = | —— - -0 1d 5.50
/p4 pap ( ky 4dacV s (4acV')?2 ) J, v ( )

ergibt sich folgende Gleichung fiir den Druckverlust:

M2 RT (a4 wy)*
(4aV)?

mRT (a + wy,)?
ApWand:p4_p3:\/p§+i'(—)'ww+ﬁ'

T T “wy —p3. (5.51)

Druckverlust durch Reibung im Auslasskanal

Die Druckverluste im Auslasskanal ergeben sich wie die Druckverluste im Einlasskanal durch die Reibung
an den Filterwdnden. Mit identischen Annahmen wie beim Einlasskanal ergibt sich folgende Gleichung fiir

den Druckverlust:

(a+wy)? 2FL?
v at

ApAuslass =Pp3s —p2—= \/p% + WmRT : D2 (552)

Druckédnderung bei der Expansion

Der Druckanstieg bei der Expansion am Filterausgang ist analog zur Druckminderung durch Kontraktion

am Eingang. Dementsprechend gilt:

U2
ApEscpansion = CEmp : pT (553)

Dabei ist (gyp der Expansionskoeffizient. Daraus folgt durch Einsetzen von Stromungsgeschwindigkeit,
allgemeiner Gasgleichung, mittlerem Druck und Expansionsflache die Gleichung fiir den Druckanstieg am

Ausgang des Filters:

. a4+ Wy )t L\?
ApEmpansion =pP2 —P1= \/p% +2- CEmp -2RT - % . <_) — P1- (554)
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Dieselpartikelfilter - Statische Modellgleichung

Zur Herleitung einer Gesamtverlustgleichung fiir den kompletten DPF aus den abschnittsweisen Druckver-
lustgleichungen gibt es zwei Moglichkeiten. Zum einen kann unter der Annahme, dass der statische Druck
an der Austrittsseite des Filters bekannt ist, eine Losung gefunden werden. Die Gesamtverlustgleichung lasst
sich dementsprechend herleiten, indem von p; ausgehend, alle Gleichungen ineinander eingesetzt werden.

Der Druckverlust ergibt sich somit zu:

nRT 1 1 In (afgw ) w
A = {2 I g2 (= n w
PDPF pi + v o + (@ — 2wn)? + Thn + Tk,
1
m2RT IN? Buww ||’
+ a2z |2 (Cxon + CEap) (E) +=5 | P (5.55)

Die zweite Moglichkeit, eine Gesamtlsung zu finden, besteht darin, dass der Druck an der Eintrittsseite
des Filters bekannt ist. Fiir diesen Fall werden die Gleichungen von p; ausgehend ineinander eingesetzt und

es ergibt sich die folgende Gleichung fiir den Gesamtdruckverlust des DPF:

| (i)
RT 1 1 a—2wR w.
A — I opre (2 -
PDPF b7 b7 al + (a —2wp)4 * 4kp + 4ak,,
1
M2RT L\? | puws ||’
—m 2 (CKon + CEzp) <E> + 16 : (556)

Fehlermodellierung - Einlasskanalverschlussausbruch

Wie bereits kurz zuvor in der Diagnoseaufgabe erwdhnt, sollen iiber den Differenzdruck Verschlussaus-
briiche diagnostiziert werden. Der Verschluss, der den Einlasskanal verschlieBt und die Strémung zwingt,
durch die Filterwand zu strémen, bricht hierbei aus?, siehe dazu Abbildung 5.20. Dies hat den Effekt,
dass die Stromung naturgemaB den Weg des geringsten Widerstands "wahlt” und durch das offene Ende
ungefiltert ausstromt. Dies fiihrt zu einer erheblichen Reduktion des DPF-Wirkungsgrades und muss daher
moglichst schnell und genau diagnostiziert werden. Um diesen Effekt erfassen zu konnen, wird ein Modell
vorgestellt, das den verdnderten Druckverlust beschreibt, wenn ein oder mehrere Verschlussausbriiche im

DPF auftreten.

Bricht ein Verschluss aus einem Einlasskanal des DPF heraus, so stromen zwei Strémungen parallel durch
den DPF. Solche parallele Stromungen wurden bereits in [StA 1] fiir einen Kiihlerkreislauf untersucht. Fiir

die Stromung durch zwei parallele Rohrleitungen gelten die Annahmen:

e Der Druckabfall ist in allen Kanilen gleich groB.

2Briiche in den Filterwinden sind ein weiterer auftretender Fehlerfall. Die detaillierte Modellierung dieser ist jedoch nicht
moglich. Briiche in den Filterwinden werden somit als Einlasskanalverschlussausbriiche detektiert, da der Einfluss auf den

Druckverlust identisch ist (Ap | durch verringerten Strémungswiderstand).
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Abbildung 5.20: Verschlussausbruch.

e Der Massenstrom teilt sich je nach Widerstand der einzelnen Kanile auf.

Diese Annahmen lassen sich in den mathematischen Beziehungen

Ap(l) — Ap(2> - = Ap(Nce”S) — Ap
Nceus
mGesamt = m(l)—l—m@)—i-...—l—m(NCC”s) = Z m(l)

erfassen, d.h.

(p6 — ps) + (p5 — pa) + (P4 — p3) + (p3 — p2)
—_— Y Y Y~

_ Reibung RuBschicht  Filterwand Reibung
Ap = (pr —ps) + + (p2 —p1) -
N (ps — p2) M
Kontraktion ~—— Expansion
Reibung

Aprntakt=APDefekt

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Im Fall des defekten DPF mit Npptqk: intakten Kandlen und Npefer: defekten Kandlen teilt sich die

Strémung auf sdmtliche parallele Kanale auf, wobei die oben aufgefiihrten Bedingungen erfiillt sein miissen.

Des Weiteren gilt die Annahme, dass der in einem Ausbruchkanal befindliche RuB beim Ausbruch durch

das offene Ende ausgeblasen wird und somit die RuBmasse in allen Ausbruchkandlen gegen null geht.

Fiir die parallelen Kanile des Modells wird das folgende nichtlineare Gleichungssystem aufgestellt, um

die Einzeldruckverluste Aprpiare und Appefert sowie die unterschiedliche Aufteilung der Massenstrome

MIntakt UNd Mpefert zU berechnen:

MGesamt — MDefekt — Mintakt = 0
Appefert — APrntakt = 0
Xpefekt(MpDefekt) — Appefert = 0
Xrntakt(Mintakt) — APrntakt = 0.
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Dabei sind die Verlustterme Xrytqk: und Xpegert durch

. n a
nmlntaktRT 2 1 1 (a—?wR ) Way
X nta = - z2_ LAt o 2FL —
Intakt b7 D7 o—V]j\;gf;’“ (a4 + (a—2wn)? + Thr + Tak,
1
2
M BT B Mesam BT (Ckon + CEap) <L>2 (5.64)
- 2 - 21/2 .2 Kon Exp - .
(i) o :
und
3
.9 . 9
_ 2 mGesamtRT L anefektRT 2FL
XDefekt = pPr— p7 — W2 (CKon + CEacp) (E - - (V NDefekt) a4 (565)
Nceus

gegeben (ausgehend von pr), wobei die RuBschichtdicke wr mit

2 MRugV
a — ac — v— 5 ——
\/ Nrntakt L-pr
R =

2

w (5.66)

gegeben ist. Dabei ist m g, = *{f+* die relative RuBmasse. Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem

muss numerisch geldst werden. Bei Implementierung in MATLAB® bietet sich die Funktion fsolve an.

Parameteridentifikation und Modellverifikation anhand von Messdaten

Die Identifikation der unsicheren Modellparameter (xon, (Ezp und F' wurde in einer Reihe von Studien-
arbeiten [StA 2] untersucht. Unter Verwendung realer UDC-Fahrzyklus-Messdaten mit unterschiedlicher
Anzahl an Verschlussausbriichen (0, 1500 und 2500) wurde das Modell angepasst. Da keine verl3sslichen
Messdaten iiber die RuBentwicklung im DPF zur Verfiigung standen, wurde fiir die Optimierung ange-
nommen, dass mp,s = 0 & ist. Die Optimierungsergebnisse sind in Abbildung 5.21 zu sehen. Fiir die drei

Messdatensatze ergeben sich die RMSE zu

RMSEy, = 3.0hPa
RMSE1500 = 2.6hPa
RMSE2500 = 09 hPa,

wobei der mittlere RMSE j7;¢te; = 2.4 hPa betragt. Zur weiteren Beurteilung der Regressionsgiite wurden
95 %-ige Konfidenzintervalle (KI) fiir die Parameter berechnet (mit einer 95 %-igen Wahrscheinlichkeit liegt

der wahre Parameter innerhalb des Intervalls), siehe Tabelle 5.12.

Parameter CEap CKon F

Kl +30.8% | £14.9% | +£0.8%

Tabelle 5.12: Konfidenzintervalle.
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Abbildung 5.21: Modellverifikation und Giitegebirge der identifizierten Parameter.

5.5.4 Diagnose mittels WI-Verfahren

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie und mit welchen WI-Verfahren unter Verwendung des
zuvor entwickelten Modells eine modellbasierte Diagnose fiir einen DPF realisiert werden kann. Auf einen
Nachweis der Beobachtbarkeit fiir die folgenden Studien wird verzichtet, da in Analogie zum TAN-Beispiel
die bendtigten Jacobi-Matrizen durch den Differenzenquotienten (nichtlineares Gleichungssystem) ersetzt
werden miissten und der Rangnachweis simulativ erfolgen miisste. Auch hier wiirde das die Simulation
des gesamten moglichen Zustandsraumes erfordern und wird daher nicht nidher betrachtet. Die exogenen

Eingange fiir samtliche Simulationsstudien wurden aus UDC-Zyklendaten gewonnen.

Einzelschatzung RuBmasse

Simulative Evaluierung mit ReBEL-loN

Die Schiatzung der RuBmasse (Diagnose ist ein belegter Begriff fiir Fehlerdiagnose) ist fiir den laufenden
Betrieb erforderlich, um den Zeitpunkt einer Regeneration zu bestimmen. Um zu {iberpriifen, welches WI-
Verfahren dazu am besten geeignet und ob die RuBmasse aus der Druckdifferenz schatzbar ist, wurde mit der

MATLAB® Toolbox ReBEL-IoN eine Simulationsstudie durchgefiihrt, wobei die in Tabelle 5.13 gezeigten
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Rahmenbedingungen festgelegt wurden. Die Abbildung 5.22 zeigt die Ergebnisse der Simulationsstudie. Auf

die tabellarische Darstellung der quantitativen Bewertungskriterien wird hier verzichtet, da die Filter keine

signifikanten Unterschiede besitzen (Der GPF wird auch effizient, sobald die Partikelanzahl leicht erhoht

wird).
RuBmassenmodell O = O0p_1+ Rr_1
MC-Simulationen MC = 500
Observationen K = 350
Initialisierung 6o [£] ~ U(60;0.5,1.5)
Systemrauschen Rr—1 [£] ~ N(7;0.04,0.01)
Messrauschen vk [hPa] ~ N (v;0,6)
POD PD = 1
Divergenzgrenze DIVrpres [£] = o0
Filter EKF, UKF, CDKF, GPF (25 Partikel)
Tabelle 5.13: Studienparameter Schitzung RuBmasse.
ReBEL-loN <> Relative RuBmasse ReBEL-loN <> Relative RuBmasse
03— 1200171
=== m 1 PCRB I F 1
~ 02 — UKF, EKF, CDKF |l 100}
=) ——— GPF I r 1
o0 80F 7
% . 3 1
e = 60f ]
w foy L d
> [ ]
o r ]
] 40 ]
= g ,
20f ]
1 1 1 O L 1 1 1
0 100 200 300 100 200 300
Observation k Observation k
Beispieltrajektorie CDKF Schatzfehler Beispieltrajektorie CDKF
10 T T T 15 T T T
= = = = Referenz 99%-KI |
CDKF 1AMl |1
. 99%-KI -
o >
= 2
> s 2
£ g‘
O 1 1 1 O
0 100 200 300 0 100 200 300

Observation k

Observation k

Abbildung 5.22: Einzelschdtzung RuBmasse.
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Einzeldiagnose Ausbriiche Einlasskanalverschliisse

Simulative Evaluierung mit der ReBEL-IoN

Analog zur RuBmassenschiatzung wurde zunichst eine Simulationsstudie mit ReBEL-loN durchgefiihrt, um
einen Filter auszuwahlen. Hierbei wurden zwei Szenarien mit verschiedener Initialisierung der Filter be-
trachtet. Durch die Notwendigkeit der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems bei einer eintreffenden
Observation eignen sich die Partikel-Filter nicht fiir dieses Problem, obwohl sie durchaus bessere Filtergiite
als die GauB-Filter erzielen kdnnten. Sie sind rechentechnisch nicht handhabbar (zumindest bei heutiger
Rechnertechnologie). Die Berechnung des PCRB erfolgt iiber den in dieser Arbeit hergeleiteten rekursiven
Ansatz fiir zeitinvariante Parameter (Seite 76) und erfordert die Jacobi-Matrix der Messgleichung. Die-
se kann analytisch, bedingt durch das nichtlineare Gleichungssystem, nicht exakt bestimmt werden. Um
dennoch den PCRB berechnen zu kénnen, wurde der Differentialquotient durch den Differenzenquotient
approximiert. Die Rahmenbedingungen der Simulationsstudie sind in Tabelle 5.14 zusammengefasst, die
Studienergebnisse sind in Abbildung 5.23 und in Tabelle 5.15 gezeigt. Die unteren Plots zeigen zusatzlich
einige Schatztrajektorien des IUKF fiir verschiedene FehlerausmaBe (0, 2500, 5000) sowie ein 99%-iges
Konfidenzintervall (Fehlerfall: 2500) fiir die Schatzung bei verschiedenen Einstellungen der Kovarianzma-

trix P* des kiinstlichen Systemrauschens .

RuBmasse Mrus [£] =0
MC-Simulationen ~ MC = 500
Observationen K = 350

Initialisierung 0o [—] ~ U(b0; 0, 6800)
Szenario 1 é() =0y = %
Szenario 2 éo =0

Systemrauschen -

Messrauschen vk [hPa] ~ N (v;0,6)
POD pp =1

Divergenzgrenze DIVipres [—] = 00
Filter EKF, UKF, CDKF, IUKF

Tabelle 5.14: Studienparameter Diagnose Verschlussausbriiche.

Szenario 1 - 0 = 0y = 6800 Szenario 2 - Hy = 0

Algorithmus | 7 | RTAMSE | RI | Jrov. | feim TI 7 | RTAMSE | RI | Jrov. | Lsim TI

[%] [-] [%] [%] [s] [%] [%] [-] [%] [%] [s] [%]
EKF 16.5 2244 0 99.6 | 17.6 0 1.01 4.03e3 0 100 | 168 0
CDKF 68.4 130.9 417 | 100 | 1904 | -102 || 525 288.6 928 | 100 | 195 | -16.1
UKF 68.6 129.8 422 | 100 | 195 | -108 || 59.0 264.5 934 | 100 | 197 | -17.3
IUKF 68.6 129.8 422 | 100 | 2267 | -1.18¢3 || 64.4 230.7 943 | 100 | 2255 | -1.24¢3
PCRB | - | weo Jao| - | - | - [ -] wura Joa] - [ - ] -

Tabelle 5.15: Quantitative Bewertungskriterien Diagnose Verschlussausbriiche.
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Abbildung 5.23: Einzeldiagnose Verschlussausbriiche.

Verifikation der Simulationsergebnisse anhand realer UDC-Zyklendaten

Um zu testen, ob der Algorithmus mit hochstem Wirkungsgrad (IUKF) auch anhand realer Fahrzeugdaten
beste Diagnoseergebnisse liefert, wurden die Filter parallel zu den o.a. Fahrzyklusdaten mit den bereits
dokumentierten Fehlerféllen betrieben. Dabei wurde die Kovarianzmatrix des Messrauschens mit P7 =
6 hPa? und die Initialkovarianzmatrix mit Pg = % (Varianz der Gleichverteilung) festgesetzt. Auch

hier wurden die zwei Szenarien mit unterschiedlicher Initialisierung der Filter betrachtet. Die Abbildung

5.24 zeigt die geschatzte Anzahl an Einlasskanalausbriichen fiir die zwei Szenarien sowie im unteren Plot
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die Schatztrajektorien des IUKF mit verschiedenen Einstellungen der Kovarianzmatrix P* des kiinstlichen

Systemrauschens mit Initialisierung 6y = 0.

Vergleich UKF, CDKF, IUKF - éo =0y = % Vergleich UKF, CDKF, IUKF - éo =0
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3000 2500 = = m = = -
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Abbildung 5.24: Einzeldiagnose Ausbriiche Einlasskanalverschliisse anhand realer UDC-Fahrzyklusdaten.
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Gemeinsame Schitzung RuBmasse und Ausbriiche Einlasskanalverschliisse

Im realen Fahrzeugbetrieb ist es wiinschenswert, sowohl die RuBmasse als auch die Ausbriiche der Einlasska-
nalverschliisse gleichzeitig zu schatzen, um sowohl eine Fehlerdiagnose als auch eine Regenerationseinleitung
zu realisieren. Um zu tberpriifen, welches WI-Verfahren dazu am besten geeignet ist und ob die RuBmasse
und die Verschlussausbriiche gemeinsam aus der Druckdifferenz schatzbar sind, wurde mit der MaTLAB®
Toolbox ReBEL-IoN eine Simulationsstudie mit den in Tabelle 5.16 aufgefiihrten Randbedingungen durch-
gefiihrt. Es sei dazu angemerkt, dass in dieser Studie nicht die Referenztrajektorien stochastisch initialisiert

wurden, sondern die Startwerte der Filter. Bei GauB-Filtern ist dies aufgrund der Aquivalenz [30]

p(0olfop) = p(fojolbo) (5.67)
GEV ./\/(90, éo‘o, P(e)'O) (568)
= N(op: o, Pfo) (5.69)

eine mathematisch dquivalente Studie (GRV: Gaussian Random Variable). Dies war hier notwendig, da
dass Modell bei stochastischer Initialisierung u.U. komplexe Resultate liefern kann, je nach Trajektorie.
Damit wiirde eine Berechnung des PCRB unmdglich. Auch hier wurde zur Berechnung des PCRB der
Differentialquotient durch den Differenzenquotienten ersetzt. Die Abbildung 5.25 zeigt die Ergebnisse der
Simulationsstudie. Auf die tabellarische Darstellung der Ergebnisse wird auch hier aufgrund der geringen

Abweichungen in der Schatzgiite verzichtet.

RuBmassenmodell 01,k =01, k-1 + Rr—1
MC-Simulationen MC = 500
Observationen K =350
Initialisierung 01,0 [8] ~U(61,0;0.5,1.5) — RuB
2,0 [=] ~ U(02,0; 0, 2500) — Verschlussausbriiche
Systemrauschen Fr—1 [£] ~ N(&;0.04,0.01)
Messrauschen vk [hPa] ~ N(~;0,6)
POD pp =1
Divergenzgrenze DIVrpres [§ =] = [o0 oo]T
Filter UKF, CDKF, IEKFy

Tabelle 5.16: Studienparameter Schitzung RuBmasse+Verschlussausbriiche.
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Abbildung 5.25: Gemeinsame Schitzung RuB+Verschlussausbriiche.

5.5.5 Umgang mit Part-to-Part-Streuung mittels WI-Verfahren

Wie bereits in der Einleitung und zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, ist ein Grund fiir die geringe Akzeptanz
modellbasierter Diagnosestrategien im Serienfahrzeugbau die mangelnde Allgemeingiiltigkeit der Modelle.
Zwar sind grundlegende physikalische Eigenschaften von Serienbauteilen identisch, aber in ihren Modell-
parametern kdnnen Schwankungen auftreten. Um eine modellbasierte Diagnosestrategie auf verschiedene
Serienfahrzeuge (gilt nicht nur im Automotive-Bereich) anwenden zu kénnen, muss das hinterlegte Modell

jeweils auf das einzelne Fahrzeug kalibriert werden. Nachfolgend wird gezeigt, wie unter Verwendung von
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WI-Verfahren dieses Problem geldst werden kann.

Die Modellparameter (g4, und Cxon Werden im Serienbetrieb kaum schwanken, da sie durch die Geome-
trie des DPF festgelegt sind. Der Parameter F' hingegen vereinigt Reynoldszahl und einen Reibungsfaktor,
welcher, bedingt durch die Kanalbeschichtung in der Serienfertigung, variieren kann. Weiterhin hat der
Parameter einen starken Einfluss auf die Quadratfehlersumme des Modells, siehe Abbildung 5.21, und ist

somit geeignet als zu adaptierender Modellparameter.

Simulative Evaluierung mit ReBEL-loN

Auch hier wurde zunachst eine Simulationsstudie mit ReBEL-loN durchgefiihrt, wobei die in Tabelle 5.17
aufgefiihrten Rahmenbedingungen festgelegt wurden. Die Berechnung des PCRB erfolgte wiederum {iber
die in dieser Arbeit hergeleitete rekursive Bestimmungsgleichung der Filter-Informationsmatrix fiir zei-

tinvariante Parameter (siehe Seite 76). Erste Simulationsstudien haben gezeigt, dass kein gravierender

RuB Mrus [£] =0

Verschlussausbriiche Npegert [-] =0

MC-Simulationen MC = 500

Observationen K = 350

Initialisierung 0o [—] ~UO0; Omin, Omaz)

Systemrauschen -

Messrauschen ~r [hPa] ~ N (v;0,6)

POD pp =1

Divergenzgrenze DIVipyres [—] = o0

Filter CDKF (& = N'(&;0,P% = 0),& = N(&; 0, P® = 64), Robbins-Monro, A-Decay )

Tabelle 5.17: Studienparameter Part-2-Part-Streuung.

Unterschied in der Filtergiite zwischen den GauB-Filtern untereinander sowie zwischen den GauB-Filtern
und den Partikel-Filtern besteht. Daher wurden unter Einsatz eines CDKF verschiedene Einstellungen und
Adaptionsmethoden fiir das kiinstliche Systemrauschen untersucht. Die Ergebnisse sind in der Abbildung

5.26 zu sehen und in Tabelle 5.18 zusammengefasst, wobei RM Robbins-Monro und LD A-Decay abkiirzt.

_ 7 | RTAMSE | RI | Jrobustness | foim | TI
Algorithmus

[%] [ [%] [%] [s] [%]
P =0 100 0.76 0 100 0.84 0
P =64 12.6 2.3 -200.3 100 0.84 0
A-Decay 32.4 1.0 -36.7 100 0.84 0
Robbins-Monro | 53.7 0.88 -16.0 100 0.84 0
PCRB | - | omw | o | - | - | -]

Tabelle 5.18: Quantitative Bewertungskriterien On-Line Parameteridentifikation durch Schitzung von F'.
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Abbildung 5.26: On-Line Parameteridentifikation durch Schiatzung von F.

Verifikation der Simulationsergebnisse anhand realer UDC-Zyklendaten

Um auch hier zu testen, ob der simulativ ausgewahlte Algorithmus auch anhand realer Fahrzeugdaten
gute Schatzergebnisse liefert, wurde der CDKF parallel zu den o.a. Fahrzyklusdaten ohne Fehlerfall be-
trieben. Dabei wurde die Kovarianzmatrix des Messrauschen mit P” = 6 hPa? und die Initialkovarianz-
matrix mit Pg = W (Varianz der Gleichverteilung) festgesetzt. Die Abbildung 5.27 zeigt die
On-Line Parameteridentifikation (Schiatzung von F') fiir verschiedene Einstellungen des kiinstlichen Sys-
temrauschens &. Im rechten Bild ist zusatzlich ein 99 %-iges Konfidenzband fiir die Schatztrajektorie mit

& = N(#;0,P* = 0) (Random-Constant-Ansatz) abgebildet.

CDKF P® = 0, CDKF

mmmm F

Exakt
———— P20
s 99%-KI

FL
FL

'F H E EEEEEEEEN
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Observation k Observation k

Abbildung 5.27: On-Line Parameteridentifikation durch Schitzung von F' mit dem CDKF und verschiedenen Einstellungen

fiir das kiinstliche Systemrauschen % anhand realer UDC-Fahrzyklusdaten.

Zur weiteren Demonstration der Leistungsfahigkeit von WI-Verfahren zur rekursiven Parameterschatzung
wurden die Schitzungen des CDKF mit denen klassischer nichtlinearer (nichtrekursiver) Optimierungsrou-
tinen zweiter Ordnung (Levenberg-Marquardt ([101], [102] und [103]) und GauB-Newton [103]) verglichen.

Die mittleren absoluten prozentualen Abweichungen des Schatzwerts fiir F', gemittelt Giber 100 Monte-

128



Carlo-Simulationen mit stochastischer Initialisierung, sowie die mittleren 99 %-igen Konfidenzintervalle fiir

F sind in Tabelle 5.19 aufgefiihrt.

GiitemaB
Algorithmus |AF| Gemitteltes 99 %-iges Kl
CDKF 0.019% +0.96 %
LM 0.119% +0.8%
GN 0.109% +0.8%

Tabelle 5.19: Vergleich CDKF - Levenberg-Marquardt (LM) - GauB-Newton (GN)

5.5.6 Bewertung der Methodik zur modellbasierten Diagnose mittels

WI-Verfahren

Die in den vorherigen Unterkapiteln dargestellten Ergebnisse zur modellbasierten Diagnose durch Verwen-
dung von (nicht)linearen Filteralgorithmen sollen im Folgenden diskutiert werden. Dazu wird die Strukturie-
rung der Unterkapitel aufgegriffen, und es erfolgt eine getrennte Beurteilung der Blitzdiagnose, der nichtli-
nearen Modellierung mit Parameteridentifikation, der Diagnose sowie der Nominalparameterschatzung zum

Umgang mit P2P-Streuung.

" Blitzdiagnose”

Die " Blitzdiagnose” liefert eine zuverldssige Schatzung iiber den Verlauf der Kennlinie. Das neuronale Netz,
welches Merkmale der Kennlinie einem Fehlerausmal zuordnet, ermdglicht gute Diagnoseergebnisse. An-
hand der realen UDC-Fahrzyklendaten mit Fehlerfillen (0, 1500, 2500) konnte die Praxistauglichkeit gezeigt
werden. Die Aussage iiber das KNN lieferte signifikante Diagnoseaussagen, welche in der GroBenordnung
den realen Bedingungen/Fehlern entsprechen. Eine Diagnose ist somit auf diese Weise genau und vor allem
robust moglich. Allerdings gibt es eine Einschréankung: Da die Kennlinie sowohl vom im Filter befindlichen
RuB als auch von den ausgebrochenen Einlasskanalverschliissen beeinflusst wird, kann keine gemeinsame
Schatzung erfolgen. Eine Fehlerdiagnose ist somit nur nach einer vollstindigen Regeneration, eine RuB-
massenschatzung nur unter der Annahme eines intakten Filters moglich. Fiir die RuBmassenschatzung aus

der Kennlinie ist ebenso ein KNN oder ein Expertensystem notwendig.

Nichtlineare Modellierung

Ziel der Modellierung ist es, den Druckverlust entlang des DPF moglichst genau als Funktion externer, ge-
gebener Eingangsdaten sowie der zu schatzenden GréBen " RuBmasse” und " Anzahl Verschlussausbriiche”
zu simulieren. Die Modellierungsergebnisse zeigen, dass das Systemverhalten in einem weiten Arbeitsbe-
reich gut abgebildet werden kann. Die resultierenden Abweichungen sind als sehr gering einzustufen. Die
groBeren Abweichungen im intakten Zustand (ohne Verschlussausbriiche) sind auf die Unkenntnis der ak-

tuellen RuBmasse zuriickzufiihren. Dies wird darin bestatigt, dass mit ansteigender Anzahl ausgebrochener
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Verschliisse die RuBmasse im DPF sowie ihr Einfluss auf den Druckverlust sinkt und folglich die Modellgiite

steigt.

Diagnose

RuBmasse

Die Schatzung der RuBmasse aus Differenzdruckmessungen ist unter Verwendung von WI-Verfahren moglich.
Die Simulationsstudie hat gezeigt, dass unter den verschiedenen Verfahren kein signifikanter Unterschied
in der Filtergiite besteht. Alle GauB-Filter sind effizient, folgen dem PCRB und liefern Wirkungsgrade um
100 %. Lediglich der GPF weist Wirkungsgrade kleiner als 100 % auf, was nur in der geringen Partikel-
anzahl begriindet ist. Bereits leichte Erhéhung auf ca. 100 Partikel ldsst auch den GPF effizient werden.
Alle Filter weisen eine Robustheit von 100 % auf. Eine Auswahl basierend allein auf quantitativen Bewer-
tungskriterien wird somit schwierig. Aufgrund der qualitativen Bewertungskriterien sollte ein CDKF zur
Schatzung gewahlt werden. Wichtigstes Fazit ist, dass die RuBmasse aus der verrauschten Messung genau

herausgefiltert werden kann, was die Grundlage fiir das Einleiten einer Regeneration darstellt.

Ausbriiche Einlasskanalverschliisse

Eine Diagnose der Anzahl der ausgebrochenen Einlasskanalverschliisse ist ebenso durch WI-Verfahren
realisierbar. Das zu |6sende Gleichungssystem bedingt einen starken Rechenaufwand, wodurch die SMC-
Methoden bei aktueller Rechenkapazitat keine Alternative darstellen, obwohl sie durchaus bessere Filtergiite
als die GauB-Filter erzielen kénnten. Die Simulationsstudien (Szenario 1 und 2) haben gezeigt, dass im Mit-
tel ein IUKF mit Random-Constant-Ansatz (% = 0) fiir das kiinstliche Systemrauschen der Schitzer mit
geringstem RMSE ist. Besonders bei Szenario 2, d.h. Initialisierung o = 0, liefert der IUKF signifikant

bessere Schatzergebnisse, allerdings auf Kosten erhohter Rechenzeit.

Die Verifikation der Simulationsergebnisse anhand realer UDC-Fahrzyklusdaten zeigt, dass auch unter
realen Bedingungen eine genaue Diagnose innerhalb eines Fahrzyklusses erfolgen kann. Dabei wird be-
sonders deutlich, dass die Simulationsergebnisse aus ReBEL-loN eine Vorhersage iiber die Schatzgiite im
realen Betrieb zulassen. Besonders bei Szenario 2 mit Fehlerfall 2500 wird deutlich, dass die Rangfolge
der Schitzgiite (aufsteigend: CDKF, UKF, IUKF) der Rangfolge aus ReBEL-loN entspricht. Der IUKF
erlaubt eine hochgenaue Schatzung des Fehlerparameters bereits nach der ersten Observation, die anderen
Algorithmen bendtigen deutlich langer zur Konvergenz, wobei der UKF dem CDKF in Konvergenzge-
schwindigkeit iiberlegen ist. Es sei noch angemerkt, dass der EKF, Filter mit hochstem RMSE in den
Simulationsstudien, auch bei den realen Daten schlechteste Schitzungen des Fehlers liefert. Durch die
Ungleichheitsbeschrankung 0 < 6 < 6800 schatzt der EKF bei allen drei Messreihen den Fehler zu 6 =0.
Daher sind die Schatztrajektorien des EKF nicht in der entsprechenden Abbildung 5.24 dargestellt. Auch

hier werden die Simulationsergebnisse aus ReBEL-IoN in der realen Anwendung widergespiegelt.
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Analog zur Blitzdiagnose liefern die Schatzer (EKF ausgeschlossen) signifikante Unterschiede fiir die drei
Fehlerfadlle. Durch die Fehlerdetektion innerhalb eines Fahrzyklusses sind somit auch die vom Gesetzgeber
geforderten Randbedingungen erfiillt. Welcher Algorithmus Verwendung finden sollte, hdngt stark von der
zur Verfiigung stehenden Rechenleistung und benétigter Diagnosegeschwindigkeit ab. Reicht eine Detekti-
on innerhalb eines Fahrzyklusses aus, so sollte, bedingt durch die qualitativen Kriterien, ein CDKF gewahlt

werden.

RuBmasse & Ausbriiche Einlasskanalverschliisse

Die Simulationsstudie hat gezeigt, dass auch eine gemeinsame Schatzung der RuBmasse und der Ausbriiche
moglich ist. Da auch hier das nichtlineare Gleichungssystem gelost werden muss, wurden ein UKF, ein CDKF
und ein IEKF; mit Random-Constant-Ansatz (& = 0) fiir die Schatzung der Verschlussausbriiche getestet.
Dabei zeigt der UKF die beste Filtergiite, leicht dem CDKF iiberlegen. Besonders deutlich wird, dass trotz
schlechter Startwerte die Filter gegen die wahren Werte konvergieren. Die Detektion des Fehlers erfolgt

auch hier innerhalb eines Fahrzyklusses.

P2P-Streuung

Die Simulationsstudie hat gezeigt, dass zwischen den GauB-Filtern untereinander sowie zwischen GauB-
und Partikel-Filtern kein signifikanter Unterschied in der Filtergiite besteht. Aufgrund der qualitativen
Bewertungskriterien sowie des erhéhten Rechenaufwands der PF wurde ein CDKF ausgewahlt. In Simula-
tionsstudien mit ReBEL-loN wurde gezeigt, dass ein Random-Constant-Ansatz zu einem effizienten Filter
mit Wirkungsgrad 100 % fiihrt. Alle Einstellungen fiir das kiinstliche Systemrauschen sind robust, allerdings
sinkt der Wirkungsgrad sowohl bei den Adaptionsmethoden als auch beim Random-Walk-Ansatz (k # 0).
Die Adaptionsmethoden haben lediglich den Vorteil, dass keine Einstellung von < erfolgen muss. Die Veri-
fikation der Studienergebnisse erfolgte anhand realer UDC-Fahrzyklusdaten. Die bestmégliche Einstellung
in Simulationsstudien liefert auch im realen Betrieb die besten Schatzungen mit geringstem RMSE. Der
wahre Parameter F' des DPF-Modells kann durch einen CDKF On-Line adaptiert werden. Der Vergleich
mit den klassischen nichtlinearen, nichtrekursiven Optimierungsalgorithmen zweiter Ordnung zeigt, dass
die Identifikation mit WI-Verfahren mindestens gleiche oder bessere Giite liefert. Im Vergleich zu bisherigen

modellbasierten Methoden weist die vorgestellte Methodik somit eine erhohte Praxistauglichkeit auf.

5.6 Kapitelzusammenfassung

Dieses Kapitel ist in fiinf Hauptteile aufgeteilt:

Im ersten Teil wurde die in dieser Dissertation vorgestellte Methodik zur Evaluierung von wahrscheinlich-

keitstheoretischen Inferenzverfahren an zwei illustrativen, aber eher akademischen Anwendungsbeispielen
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demonstriert. Es wurde gezeigt, dass die Kombination aus simulativer, quantitativer Bewertung und quali-

tativen Bewertungskriterien eine fundierte Basis zur Auswahl von Filteralgorithmen darstellt.

Am Beispiel einer reversiblen Gasgleichgewichtsreaktion, ein Beispiel /System mit beschrankten Zustands-
raumen, wurde demonstriert, wie sich die Integration von Informationen iiber diese Zustandsschranken
auf die Schatzgiite und Robustheit von SMC-Methoden auswirken. Die neu entwickelten Algorithmen

libertreffen ihre unbeschrankten Gegenparts in oben genannten quantitativen Kriterien.

Der dritte Teil befasste sich mit dem Problem terrainbasierter Navigation moderner Flugzeuge. Es konnte
gezeigt werden, dass die entwickelte Methodik bei Terrain-Aided-Navigation angewendet werden kann, um

den Anwender bei der Auswahl eines geeigneten Verfahrens zu unterstiitzen.

Die nichtlineare Regelung des KLATT-ENGELL-Reaktors durch exakte E/A-Linearisierung mit Zustands-
schatzung durch WI-Verfahren wurde in Abschnitt vier vorgestellt. Zwar konnte kein signifikanter Un-
terschied in der Giite der Zustandsschatzungen festgestellt werden, jedoch ermdglicht eine Regelung mit
Einsatz von WI-Verfahren einen stabilen Betrieb des Reaktors, wohingegen eine Regelung mit vollstandiger

Zustandsvektorriickfiihrung (z.B. alle Zustande werden gemessen) instabil wird.

Im fiinften Abschnitt wurde die modellbasierte Diagnose eines Dieselpartikelfilters unter Verwendung von
WI-Verfahren dargestellt. Es wurde gezeigt, dass nichtlineare Filter zur RuBmassenschitzung, zur Feh-
lerdiagnose und zur kombinierten RuBmassen- und Fehlerparameterschiatzung eingesetzt werden kénnen.
Des Weiteren kdnnen die Filterverfahren zur On-Line Parameteridentifikation/Modelladaption angewendet

werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Aufgabenstellung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Evaluierung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Inferenzverfahren
fiir dynamische Systeme und die Applikation als Filter zur rekursiven Zustands- und Parameterschatzung.
Die hohe Anzahl nichtlinearer Filteralgorithmen und der Mangel an einer praktischen Methode zur Bewer-
tung und Auswabhl inspirierten dieses Projekt. Neben der Aufbereitung stochastischer Filter fiir komplexe
Zustands- und Parameterschatzaufgaben sollte eine Methodik zur praxisnahen Bewertung entwickelt wer-
den, deren anwendungsfreundliche Umsetzung in einer MATLAB® basierten Toolbox erfolgen sollte. Als
industrielles Anwendungsbeispiel sollte die Verwendung von WI-Verfahren als Filter in der modellbasierten
Diagnose eines Dieselpartikelfilters gezeigt werden. Dabei war besonders darauf zu achten, dass vom Gesetz-
geber vorgegebene Randbedingungen erfiillt werden und die Methodik fiir die Serienfertigung applizierbar

ist.

Methodik

Evaluierung von WI-Verfahren

Die Bewertung von nichtlinearen Filteralgorithmen erfolgt durch simulatives Testen und quantitative Be-
wertung erganzt durch qualitative Bewertungskriterien. Dazu war es notwendig das breite Spektrum an
anspruchsvollen WI-Verfahren zu studieren, die Verfahren zu vereinheitlichen und fiir komplexe Zustands-

und Parameterschitzaufgaben aufzubereiten.

Als quantitative Bewertungskriterien wurden Filtergiite (Wirkungsgrad + Relative Verbesserung), Filterro-
bustheit und Rechenzeit eingefiihrt. Die Berechnung der Filtergiite erfolgt iiber den Posterior Cramér-Rao
Bound, der den Root Mean Squared Error erwartungstreuer Filter beschrankt und daher die Definition
eines Filterwirkungsgrades erlaubt. Fiir die Schatzung zeitinvarianter Parameter wurde zudem eine neu-
artige rekursive Bestimmungsgleichung der Filter-Informationsmatrix (Inverse des PCRB) hergeleitet. Zur

simulativen Evaluierung wurde eine MATLAB® basierte Testumgebung entwickelt.

Die untersuchten qualitativen Bewertungskriterien beurteilen die Qualifikationsanforderungen an den An-
wender, den Aufwand und die Unterstiitzung beim Filterentwurf sowie den Installations- und Implemen-
tierungsaufwand. Um den abschlieBenden Entscheidungsprozess bei der Filterauswahl zu unterstiitzen oder

vorab Filter auszuschlieBen, wurden fiir die qualitativen Kriterien BewertungsmaBstabe eingefiihrt und eine
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hierarchische Anforderungsstruktur fiir die Gewichtung samtlicher Kriterien vorgegeben.

Zusatzlich zur Evaluierungsmethodik wurden fiir die SMC-Methoden Algorithmen entwickelt, um Infor-
mationen iiber harte Zustandsbeschrankungen in den Schitzprozess zu integrieren. Grundidee dabei ist,
die unbeschrankte priori und posteriori Verteilungen durch GMM-Modelle zu approximieren und iiber einen

Projektionsansatz neue, beschrankte Punktmassenapproximationen zu generieren.

Modellbasierte Diagnose eines DPF mit WI-Verfahren

Es wurde eine modellbasierte Diagnose mit einem Grey-Box-Modell entwickelt. Das Modell ist in weiten
Teilen physikalisch fundiert, beinhaltet jedoch vereinfachende Annahmen, wobei unsichere Modellparame-
ter an Messdaten angepasst wurden. Die Motivation fiir die Diagnose mit grauen Modellen ist, ein im
Fahrzeug On-Board rechenbares Modell mit physikalisch interpretierbaren System- und Fehlerparametern
zu gewinnen, welche bei On-Line Schatzung eine direkte, detaillierte Aussage liber Fehlerort und -ausmaB
zulassen. Durch die zu Grunde liegenden physikalischen Beziehungen sind solche Modelle in einem weiten

Arbeitsbereich giiltig und durch die Adaption weniger Parameter an baugleiche Systeme anpassbar.

Zur Schatzung der im DPF befindlichen RuBmasse sowie der Ausbriiche von Einlasskanalverschliissen wur-
den WI-Verfahren verwendet, wobei eine Simulationsstudie in der MATLAB® Toolbox ReBEL-loN Basis
fiir die Auswahl war. Zur Adaption der Modelle wurden ebenfalls WI-Verfahren eingesetzt, welche nominale
Modellparameter On-Line adaptieren kénnen. Auch hier wurde in Simulationsstudien unter Verwendung

der o.a. Methodik zur Evaluierung zundchst ein geeigneter Algorithmus ausgewahlt.

Ergebnisse & Fazit

Evaluierung von WI-Verfahren

Es konnte gezeigt werden, dass eine Kombination aus quantitativen und qualitativen Bewertungskriterien
eine effiziente Beurteilung von Filterverfahren ermdglicht und dabei speziell ungeiibte Anwender in der Aus-
wahl unterstiitzt. Die in dieser Arbeit entwickelte MATLAB® basierte Toolbox ReBEL-IoN erlaubt es dem
Anwender, sich voll auf die Modellierung des Systems zu konzentrieren und Zeit fiir die Implementierung
von Filtern zu sparen. Durch den implementierten Testalgorithmus, der die reproduzierbaren Monte-Carlo-
Simulationen organisiert, wird ein fairer numerischer Vergleich der Filterverfahren erreicht. Anhand der
illustrativen Beispiele wurde gezeigt, dass die entwickelte Methodik in vielen technischen Bereichen An-
wendung finden kann und einen wertvollen Beitrag zur verbesserten Akzeptanz und Anwendungsbreite
moderner Filteralgorithmen liefert. Besonders hervorzuheben ist, dass die simulativ gewonnenen Ergebnisse
auf reale Systeme direkt iibertragbar sind, sofern ein verlassliches Referenzmodell und ein ausgewogener,

praxisrelevanter Test vorliegt.
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Die durchgefiihrten Simulationsstudien zu den neu entwickelten beschrankten SMC-Methoden zeigen, dass
die gewonnenen Schatzverfahren bei beschriankten Schatzproblemen iiber bessere Schatzgiite und hohere
Robustheit verfiigen. Hier wurde ein wichtiger Beitrag zur Verbesserung moderner Schatzverfahren geleis-

tet.

Modellbasierte Diagnose eines DPF mit WI-Verfahren

Die Applikation von nichtlinearen Filterverfahren als rekursive Parameterschatzverfahren zur modellba-
sierten Diagnose eines DPF konnte erfolgreich realisiert werden. Dabei kdnnen Filter zur (Fehler)diagnose
sowohl der im Filter befindlichen RuBmasse als auch der Anzahl ausgebrochener Einlasskanalverschliisse ein-
gesetzt werden. Des Weiteren erlauben die WI-Verfahren eine Adaption von nominalen Systemparametern,
welche in der Serienfertigung durch Fertigungstoleranzen schwanken, wobei die Giite der Parameteridenti-
fikation mit denen nichtlinearer, nichtrekursiver Optimierungsroutinen zweiter Ordnung vergleichbar (oder
besser) ist. Die Losung dieses Problems ist ein wichtiger Aspekt in der Praxistauglichkeit von modellbasier-
ten Diagnosemethoden, um Serienbauteile zu kalibrieren. Hier wurde ein wichtiger Beitrag zur verbesserten

Akzeptanz und Einsatzfihigkeit dieser modernen Diagnosemethoden geleistet.

Ausblick auf weitere Arbeiten

Nichtlineare Filter sind ein Gebiet stetig voranschreitender Forschung mit vielen Anwendungsbereichen. Da-
durch werden laufend neue Algorithmen entwickelt. Ebenso tragen steigende Rechenkapazitdt sowie kleiner
werdende Recheneinheiten dazu bei, dass neue Anwendungsbereiche erschlossen und neue Methodiken zur
Filterung entwickelt werden. Dies erfordert eine fortlaufende Weiterentwicklung der eingefiihrten Methodik
und der Software ReBEL-loN. Neue vielversprechende Konzepte wie Moving Horizon Estimation sind in
diesem Zusammenhang zu nennen. Des Weiteren sollten fiir die Partikel-Filter und die Hybrid-Filter Metho-
den zur Integration von Gleichheits- und Ungleichheitsbeschrankungen (linear) entwickelt werden, um das
Anwendungsspektrum weiter zu verbreitern. Ebenso ist die zeitabhingige Gewichtung der Filterwerte bzw.
Messungen fiir die untersuchten Verfahren zu entwickeln, wodurch verhindert werden kann, dass zeitlich
alte Filterwerte Einfluss auf aktuelle Schitzungen nehmen kdnnen (siehe z.B. [104]). Dies ist besonders
dann sinnvoll, wenn die Pradiktion mit einem falschen Modell erfolgt. Nach endlicher Zeit stimmen selbst
exakte Schatzwerte nach der Pradiktion nicht mehr mit der Realitat {iberein und sind somit fiir den aktu-

ellen Filterzyklus wertlos.

Die Anwendung der MBD fiir den DPF im Serienbetrieb erfordert die einmalige Bereitstellung von zu-
verldssigen Messdaten tiber die RuBentwicklung, um das Modell daraufhin zu optimieren. Dies kénnte durch
Lastkollektive und/oder Priifstandsbefundungen realisiert werden. Eine anschlieBende RuBmassenschitzung
kann dann durch ein WI-Verfahren erfolgen. Die vorgestellte Methodik zur MBD kénnte ebenso auch auf
andere Anwendungen iibertragen werden. So ist der Einsatz zur Diagnose von Kiihlsystemen denkbar, wo-

bei Fehler wie Kiihlerverschmutzung oder Thermostatdefekte zu detektieren sind. Aus ihrer Kenntnis und
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Inversion des Kiihlsystemmodells konnte so eine fehleradaptive Motorleistungsbegrenzung erfolgen, was die
Verfligbarkeit des Fahrzeugs steigern kann. Ebenso interessant als weitere Anwendung ist die Betriebspunkt-

optimierung moderner Hybridantriebe durch Schitzung des Batteriezustandes (State of Health/State of

Charge) oder die Fehlerdiagnose solcher Antriebskonzepte.
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A Pseudo-Codes of selected inference algorithms

Introduction, Notations and Abbreviations

This supplement to the dissertation " Methodische Evaluierung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Infe-
renzverfahren fiir dynamische Systeme” comprises the pseudo-codes of selected investigated probabilistic
inference algorithms. Its purpose is to serve as reference book for Pl-algorithms with a consistent notation.

For more detailed information the main thesis is recommended.

In the following, basic notations and abbreviations are defined:

e The time discrete stochastic system is described by the general nonlinear, stochastic dynamic state

space model:

rr = f(@p—1,up—1) + K(@p—1,uk—1)kr—1 = F(Tp—1,Up—1,Kk—1)

ye = hag,ur) + ek, ue) e = H(xk, uk, i)

e The differential matrix (Jacobian) J of a function g(z) with respect to = at © = X is given by the

application of the NABLA-Operator to g(z)

991 91 ... 9o
Oz, Oxo Oy,
892 992 ... 992
agi Oz Ox2 Oy,
vﬂﬂ = a . = . . . . ’
i : : : :
9gn 9gn - 9gn
oxq Oxo Oy,

ie. I3 (X) = Vaig(2)|z=x-

e The Cholesky factorization of a matrix P is given by S§” = P, where S is a lower triangular matrix.

In the sequel the Cholesky factorization operator is denoted as CHOL{:}, i.e. S = CHOL{P}.

e The QR-decomposition of a matrix A € RL*N is given by AT = QR, where Q € RV*L is orthogonal,
R € RX*L upper triangular and N > L. The upper triangular part of R, R is the transpose of
the Cholesky factor of P = AAT, ie. R'R = AA” = P. The operator QR{-} denotes a QR-

decomposition, which gives R.

e If Siis the original lower triangular Cholesky factor of P = AA”', then the Cholesky factor of the rank-1
update (or downdate) P = P+ /o997 is denoted in the sequel as S = CHOLUPDATE({S, ¢, +v/}.
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If ¥ is a matrix and not a vector, then the result is 9t consecutive updates of the Cholesky factor

using the 99 columns of ¢.

e A diagonal matrix A with elements B, C, ...

is denoted in the sequel as A = DIAG{[B C ...]}.

e The weighted covariance matrix CV of a sample set {5V, w(}¥, given by

N
cy = Zw(i)(s(i) _ g)(s(i) _ g)T

i=1

is abbreviated as CV = COV{s(" w(®}.

e The vector outer product of column vector a is a matrix A = aa” and is abbreviated in the sequel
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Gaussian Filters

Local Methods

Kalman Filter - KF

The Kalman Filter is only applicable to linear, gaussian systems, i.e. the stochastic, discrete state space

model is given by

v = Alup_1)zp—1 +Bug_1)up—1 + K(up_1)kr_1

ye = Clur)zr + D(uk)ur + T'(ur)ve,

i.e. the matrices A,B, K,C,D, T are all linear in x and only functions of the exogenous input u. For the

sake of notational simplicity the abbreviated notations of the matrices M(u) = M are used consecutively.

Algorithm 1 - Linear Kalman Filter - KF

ek, P} = KF{zr—1,PE 1}, Y]

Initialization:

Zojo = Elzo]
Pio = E[(z0 — Elwo])(wo — E[zo])" |
FORk=1,2,...,K:
P, = ]E[(’fk—l7E['{k—l])(’ik—17E[’ik—1])T]
P, = E[(w —ElmDOk —Elve))’]
e Time Update
Epp—1 = AZp_1p—1 +Bup_1 + KE[kk_1]
Pi\k—l = APiil‘kilATJrKP;i]KT
e Measurement Update
Ke = Py, ,AT(CPE,_,CT +TPTT) !
Tpe = Zrjp—1 + Kr(yx — Copp—1 — Dup — TE[x])
Pie = (I—=KxCOPy_y
END FOR
Parameters:
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Extended Kalman Filter - EKF

Algorithm 2 - Extended Kalman Filter - EKF

=k, PE} = EKF{zr—1,PE 1} yil

Initialization:

iom = ]E[I()]
- T
Pio = E|[(z0 - Elzol)(wo — E[xo])”]
FOREk=1,2,...,K:
" T
P,y = E [(’ik—l — Elsgp—1])(kr—1 — E[sg-1]) }
P, = E[(w—EbxDOm —Elve))’]
e Time Update
Je = Ve Flarnue1,ElieaDle, =a, ),
Tr = Vi F@r—1jh—1, k=1 8k—1)|n)_ =Elxy_ 1]
Trik—1 = F@r—1)k—1,uk—1,E[rk_1])
® ®pe N Rph kAT
Poker = JrPr11(Txr)” + T7Pe_1(TFx)
o Measurement Update
Iy = vrkH(mkvuk=E[7k1)|mk:ik‘k71
T = Ve H(Ekk—1, Uk, Vi) |y =5[]
Kp = Pz\k—l(J;)T(jftp:l:\k—l(J;)T +J71P}!(t771)T)71
Tpie = Epp—1 + Ki(ye — H(@k—1, vk, E[vx]))
Pk = (1= KeTp)Piix
END FOR
Parameters:
. -
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Square Root Extended Kalman Filter - SREKF

Algorithm 3 - Square Root Extended Kalman Filter - SREKF

{zk, Sk} = SREKF[{zk-1,S; 1}, k]

Initialization:

Zojo = Elzo]
x T
Sjo = CHOL{E (w0 — Elzo])(z0 — Elzo))"] }
FORk=1,2,...,K:
Sy = CHOL{E{(’{k—l7E[’ik—1])(’{k—17E[’Qk—1])T}}
Pl = E[( —ElwD(w —Eln)]
e Time Update
Jr = Ve Flarnue1,Elma))le, =a, 4,
Tr = Ve 1 F@rajk—1sUk—15Kk—1)|ry_ =Blrp_4]
Trik—1 = F(@r—1jk—1,Uk—1,E[rr_1])
Sk\k—l = QR{[jFSk—l\k—l JFSk—l]}
o Measurement Update
Tn = Ve Hewe, Bl ley=ay,
T = Ve H(Ekk—15 Uk Vi) |y =5[]
Ki = S{oaShpne) (T30 T (TSt S ) T (T3) T + TPU(Tm ) ™!
Epie = Epp—1 + Ki(ye — H(@k—1, uk, E[vx]))
Y = CHOL{Z;S{ k1 (Skix—1)" (T7)" + TRPU(I)"}
Mm = CHOL{J} Py (7)™}
St = Stk (= Sk ) (7)) T+ ) T T ST k)
END FOR
Parameters:
o -
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Decoupled Extended Kalman Filter - DEKF

Algorithm 4 - Decoupled Extended Kalman Filter - DEKF

[{zx, P, 0k, PO} = DEKF[{z)_1,P{_1,05_1,P0_ 1}, uk]

Initialization:
Zojo = Efzo] fojo = E[60] Ao
Pio = E[(@0—Elzo)(zo —Eleo)”]  Pgy = E[(60 —E[60])(60 — E[60])” | o

FORE=1,2,...,K:

P, = ]E[(’fk—l7]E[Kk—1])(’ik—17E[’ik—1])T}
PP, = ]E[(’;vk—l7]E[Rk—1])(’%k—l7E[’%k—1])T}
Pl = E[(v —EbkD (v —Elw)T]
e Time Update Parameter Filter
Ono—r = Op_1jp—1 + E[Re_1]
0 0 &
Peik—1 = Pr_ije—1 +Pr
e Time Update State Filter
Jr = vzkfl]:([wkflék\k—l];uk—l;E[Nk—l])‘zkilzikil‘kfl
T = Ve F(Beovje-1 Okppal,ub 1, 5k 1)ley_y=s(ny 4]
Zpie—1 = F@r-11p—1 ék\k—l]vuk—laﬂ‘:[’ik—l])
Pino1 = JrPiana(T5)" + TEPE_ 1 (T5)"
e Measurement Update State Filter
Ty = Va, H(lzk ék\k—l]-,'U'k-,]E[’Yk])lmk:i:k‘k71
Ty = v'ka([jk\k—lék\k—l])ukv'Yk)Ivk:E['yk]
Ki = PR (T) (TnPRie 1 (F)" + TRPUT) ) ™
Epp = @nee1 + Kiwe — HlEr—1 Onje—1], ue, E[vx]))
Pee = (1= KEJf)Prk_

o Measurement Update Parameter Filter

Jg = Vo, 1 F(Zr—1jx-1 9k71]7ukfl,]E[kal])|9k71:ék‘k71
T = Vo H(@xin—1 0kl ur ElwDlg, —o,,

Y o= Hp_1—Ki_ 1Ak

M, = JL+JTge

Ay = th + Ty g

'Ci = PZ\k—lAf(Asz\k—lAz +J%Pl(JQ¢)T)’1

Oue = Onpe—r + Ko (i — H( -1 Onp—1], ur, Elva]))
PZU@ = (- /CZAk)PZ\k—l

END FOR
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Parameters:
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Adaptive Extended Kalman Filter - AEKF

Algorithm 5 - Adaptive Extended Kalman Filter - AEKF

Hzr, P} = AEKF{zr—1,PY 1}, ys]

Initialization:

Zojo = E[zo]
- T
Pio = E|[(zo —Elzol)(zo — Elzo])T]
FOREk=1,2,...,K:
" T
Piy = E[(xkor —Elskoa) (o1 —Elmaoa))”]
Pl = E[(v —EbkD (v —Elw])T]
e Time Update
Jr = Ve Flarnue1,ElieaD)le, =a, ),
Tr = Vi F@r—1jh—1, k=1 8k—1)|n)_ =E[x,_ 1]
Trik—1 = F@r—1)k—1,uk—1,E[rk_1])
Pi\kfl = J;P:Iz—l\k—l(J;)T+J;PZ—1(~7;)T
o Measurement Update
Tn = Ve He,we Bl leg=ay,
Ty = Ve H(Ekk—1s Uk, V)5, =5[]
_ - o\T | 4z p o\ T - @ e N Y pv( 4\T ANTy—1
K = Pro1(T5) (TuPhin—1(Tn)" + T (0I5 Pri—1(Tx)" + TEPL(T5) (T ")
Tk = Egip—1 + Ki(yr — H(@ppp—1, uk, Elvi]))
Pee = (= KeJf)Pre_s
END FOR
Parameters:
e

Parameter setup recommendation:

o v >0,p~0.5
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Square Root Adaptive Extended Kalman Filter - SRAEKF

Algorithm 6 - Square Root Adaptive Extended Kalman Filter - SRAEKF

{zk, Sk} = SRAEKF[{zk-1,S¢ 1}, vkl

Initialization:

Zojo = Elzo]
x T
Sjo = CHOL{E (w0 — Elzo])(z0 — E[zo))"] }
FORKk=1,2,...,K:
Sy, = CHOL{E{(’{I@—I7E[’ik—1])(’{k—17E[’Qk—1])T}}
Pl = E[(v —ElwD(w —Eln)]
e Time Update
Tz = Ve Flornue1,Elora)le, =5,
Tr = Ve F@rajk—1sUk—15Kk—1)|ry_=Blrp_4]
T = F@r—1jp—1,ur—1,E[kk—1])
Sk\k—l = QR{[jFSk—l\k—l JFSk—l]}
o Measurement Update
Ty = Vo, H@rs wio, BveD ey =2y,
Tn = Ve H(Ekk—1, Uk, Vi) yy, =E[v,]
Kr = sz\k—l(Sz\k—l)T(J;)T(J;Sz\k—l(Sz\k—l)T(j;—E()T+J?I(@J;S:Iz\k—l(S:lz\k—l)T(j;)T+J71Pz(t771)T))(t777()T)71
Tk = Egip—1 + Kelye — H(@ppp—1, uk, Elvi]))
Y = CHOL{T5S{u—1(Sij—1) (Fi)" + T (0 T5Skin—1 Si i) (T3 + THPUTZ) NI}
M = CHOL{JTF (¢T7SK k-1 (Skj—1)" (T5)" + T5PLUITR) NI}
Sk = Skpoa (0= Sk (T T W) WA M) T TSk )
END FOR
Parameters:
LI

Parameter setup recommendation:

e 0 >0,p~x0.5
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Iterated Extended Kalman Filter - IEKF;

Algorithm 7 - Iterated Extended Kalman Filter - IEKF;

Hzr, PR} = IEKFi[{zr—1,PE_ 1}, yxl
Initialization:

E [zo]

E [ (w0 — Elwo]) (w0 — Elzo])” |

Zolo

x
Polo

FORE=1,2,...,K:

P,y = E [(“k—l —Elkg—1]) (k-1 *]E["”kal])T}
PL = E[(n —E) (v —Eln])]
e Time Update
Jr = vmkflj:(mk—huk—hE[”k—l])lzkflzikil‘kil
Tr = Ve F@roajk—1sUk—1s86—1)|n)_ =E[r)_4]
ZTpk—1 = F@r—1jp—1,uk—1,E[xk_1])
@ zpT o\ T Kpk KT
Pk\k—l = JFPk—l\k—l(J}') + TP 1(Tx)
o Measurement Update
(1) _ 4
n = Tklk—1
— FORi=2,...,m
Iy = Vo @k, ur, BlvieDI,, -1
T = Ve HOOT i, i) |y, =y
Ki o = Pl (TR (TP (T + T PUT) ™
7Y = @+ Keye — H0U TV un El]) — T3 Erge—1 — 07 )
— END FOR
e Once after last iteration
Iy = Vo H@e, ur, ElveDl,, _om)
T = Ve O™ e, 1) |y =5
K — po (T2 T (TEPE (T2 + JPY (I T) !
ko= klk—1(In H k-1 n AN A
Tk = 7™
Pi\k = ('flckjfz)Pi\k71
END FOR
Parameters:

e m: Number of iterations
Parameter setup recommendation:

e 3<m<5
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Square Root Iterated Extended Kalman Filter - SRIEKF,

Algorithm 8 - Square Root Iterated Extended Kalman Filter - SRIEKF;

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

{zk, Sk} = SRIEKF:i[{zk—1,S; 1}, vkl

Zojo = Elzo]

Sjo = CHOL{E (w0 — Elzo])(z0 — E[zo))] }

Sy1 = CHOL{E{(’{I@—I7E[’ik—1])(’{k—17E[’Qk—1])T}}
Pl = E[(mw —ElmD(m —Efve))]
e Time Update
Jr = Va1 F@re—1,wk—1,Blog 1Dy =2,
Tr = Ve 1 F@roajk—1sUk—15Kk—1)|ry_ =Elrg_1]
Epe—1 = F(@r_1jk—1,ur—1,E[rr-1])
Si\k—l = QR{[J;S£71UF1 stk71]}
o Measurement Update
n(l):ik\k—l
— FORi=2,...,m
Ty = vzkﬂ(zka'U'k-,]E['Yk]”Ik:n(i—l)
Iy = vvkﬂ(n(i71)7ukv’Yk)"yk:E['yk]
Ki = Sto1(Skp—) (T8 T (TSt Shje—1) T (T) " + TPUI ) ™!
n = ket + Ke(ye = HOUTY un, Elvid) = T @rpe-1 — 0 ))
— END FOR
e Once after last iteration
Ty = VzkH(IJwuk-,]E[’Ykak:n(m)
NABEES Vvkﬂ(n(m),ukﬁk)Hk:Ehk]
T = 7™
Y = CHOL{Z3S{x 1(Skk—1)" (F3)" + TnPl(T7)"}
M = CHOL{J} Py (T)"}
Me o = Steoa (0= SE- ) ()T W TN A M) T TSk k)

END FOR
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Parameters:

e m: Number of iterations

Parameter setup recommendation:

e 3<m<5
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Iterated Extended Kalman Filter - IEKF,

Algorithm 9 - Iterated Extended Kalman Filter - IEKF2

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

e One-time prediction

e FORi=1,...,m

e END FOR

e Once after last iteration

END FOR

{2k, P} = TEKFo[{zk_1,PE_1}, ukl

Zoop = Elzo]
Pio = E (20— Elzo])(z0 — Elzo))” |

Pic1 = ]E{(’ik—l7E[’Qk—1])(’ik—17]]‘:[’/"1@—1])71]

PY = E[(v —Elu))(m — Elne))”]
eM = Tp_1)k—1
n = FEW w1, Elmg 1))

Jr = Vzk,l]“(kahuk717E[Hk71])|mk71:§(i)

TR = Ve FED uno1, mh1) ey =Eny_ )

& = FED up_1,Elwr_1])

Tplk—1 = i"t‘j;‘(jk—l\k—l_f(i))
Pi\kfl = J;PZ—IW—I(J;)T+\7;PZ—1(\7;)T

Sk = Pi—l\k—l(j;)T(P:\k—l)71

Ty = VzkH(Ik-,ukJE[’wc])\zk:n(i)

Iy = VwkH(ﬁ(i)-,uky’wc)Hk:Ehk]

Ki = Plea (T (TEPRn (T30 + TEPUT) )
N = e+ Ki(ye = M0, wi Elve]) = T ey — ™)
0D = gy e + Sk =2y y)

Tp|e = 7™
Pi\k = ('*’CkJ;)Pz\kq
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Parameters:

e m: Number of iterations

Parameter setup recommendation:

e 3<m<5
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Quadrature Methods

Unscented Kalman Filter - UKF

Algorithm 10 - Unscented Kalman Filter - UKF

Weights:

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

e Time-Update:

a
Xk—l

x
Xilk—1

Trik—1

x
Piik—1

e Measurement-Update:

END FOR

{or, Pr}] = UKF[{zrp—1,Pi_1}, vkl

wm

-
L+X

wh = 25+ (1-a’+8)

w®m = i=2,...,2L+1
w®e = i=2,...,2L+1

Zolo

x
Polo

K —
Py, =
v

P, =

~a _
T 1lk—1 —

a
Py i1 =

[j;—l\k—l &y _qe_1 + WCHOL{PZ—I\I@—I} By et — WCHOL{PZ—I\I@—I} ]

E [xo]

= E [(xg — Elzo])(zo — E[IO])T]

E [("%71 —E[kk-1])(kr—1 — E[“k—l])T]
E [ (v — Elw)) (v — Eln])” ]
[@r_1k—1 Elrsr—1] Elvw]]”

DIAG{[Py 1,1 Pi . PRI}

]:(X:—lvukflvxl:—l)

2L+1

(i),m @, (i)
Z w Xlel1
=1

2L+1

i), x, (i - x, (i ~ T
> w® C(XWEJI - zk\k—l)(xk“g,)l = Tpk—1)
=1

Vilk—1 =

Jrlk—1 =

g _
P, =

Ty
P =

Kr =
Tk =

x
Pre =

H(le\k—lluk7xl;y—1)

2L+1

(i), (i)
Z w myk\k—l

=1
2L+1

> w(i)’c(y,(ci‘)k,l - 'gk\k—l)(y;;c,l — Prpe—1)”

1=1

2L+1

i), x, (i - i . T
Z w® C(Xk“i,)l - Ek\k71)(y,i‘zc,1 — k1)

im1
Pr(PL)
Trik—1 + Ke(Yr — kjk—1)

z g1-T
Pk\k—l - ’CkPZK:k
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Compound Matrices:

o 20 =T &T ~T|T

o XS [T (@M ()T
Parameters:
e L =n+ v+ z: augmented state dimension
e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters

° )\:a2(L+N)—L
o o =+/L+\

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1
e (3 >0, 3 = 2 for gaussian priors
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Unscented Kalman Filter - Version ” Additive Noise Case”

Algorithm 11 - Unscented Kalman Filter - Version " Additive Noise Case”

Hzk, P} = UKF[{zy—1,PE 1}, vkl

Weights:
w(l),nl — Li)\
wh = 25+ (1-a®+8)
w®m = A i=2,...,2L+1
Ve _ 1 o
w(®-e = sy i=2,...,2L+1
Initialization:
Zojp = E [z0]
Pio = E[(z0 — Elwo])(wo — E[zo])" |
FORk=1,2,...,K:
P, = ]E[(’fk—l7E[’Qk—1])(’ik—l7]]‘:[’/"1@—1])7‘]
Ny T
P, = E[(w —ElmDOk —Elve))’]
e Time Update
Xp—1 = [jk—l\k—l ik—l\k—1+¢CHOL{Pi71‘k71} ik—l\k—l_WCHOL{Pifl\kfl}]
X;:‘k,l = F(Xk—1,uk—1,E[rr_1])
2Lf1 _
Erko1 = Y w(l)ﬁka*f;gB1
=1
2L 41
i), (4 - NG - T
Pikmr = Pii+ Z w(Z)C(X;:UE,)l711@%71)(2{;:“57) — Tgik—1)
i1
e Measurement Update
Xelk—1 = {ik\k—l Epip—1 + @CHOL{PY, _,} ik\k71*¢CHOL{P£\k71}]
Velk—1 = H(Xijp—1,uk, E[vi])
2L41 »
greor = o0 wOTYE
i1
2L 41
g ), i N i _ T
Py = PI+ Y w(l)c(y,i‘)k,l 7yk\k—1)(y;(c‘3€,1 — Uk|k—1)
i1
2L 41
), : A i _ T
P =Y wt ), — )G — )
i1
Ke = PP
Trie =  Trlk—1+Ke(Ye — Jrjk—1)
- ® § T
Pk\k = Pk\kflflckpzlck

END FOR
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Parameters:

e [ = n: augmented state dimension

e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters
e N=a’(L+k)—L

o p=VL+X

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1

e 3 >0, 3 =2 for gaussian priors
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Unscented Kalman Filter - Version ” Parameter Estimation”

Algorithm 12 - Unscented Kalman Filter - Version " Parameter Estimation”

Weights:

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

e Time Update

e Measurement Update

Option 1 :

Option 2 :

END FOR

w

w

w

w

Xk—1
Vilk—1
Yklk—1
Jk|k—1

7
Py

o0y
Py,

K
Orin

0
Pk

[{0x,P}}] = UKF[{6x_1,P} 1}, usl

(),m X
— L+X

e = A4 (1—a?+0)
QR i=2,...,2L+1
(4).c = o i=2,...,2L+1
foo = E[00]
Plo = E[(60 —Elo]) (60 — El6o))”]

= E {(ka—l 7E[I~€k,1])(l~ik—l 7E[’%k—1])T]

= E[(m — Eb)(n — Ebn]) 7]

ék\k—l = ék—l\k—l + E[fk—1]

0 _ no A
Peik—1 = Pr_ap—1 +Pr

{ék\k—l ék\k—l“"‘PCHOL{PZ\k—l} Onjr—1 *@CHOL{PZUﬁﬂ’]

= H(Xpk—1,ur, E[vk]) = KF( Xy p—1, ur) + Elyk]
2L+1

_ (i), (i)
= Z w myk\k—l
1=1

= HOup—1,ur, E[ye]) = KFOnpr—1, ur) + Elyx]
2L+1 . . .
= PI+ > w(l)’c(y,?‘)k,l - 'gk\k—l)(y;(;‘)k,l — Gnp—1)”
=1
2L+1 . . )
= Y w(l)’c(x;xfc,l - ek\k—l)(y;(cl‘L,l = Grpr—1)”
=1

= PYPD!
= ék\k—l + K (yr — Irik—1)

0 J T
= Pk\kflflckpz/ck
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Parameters:

e L:"state” dimension (number of estimated parameters)

e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters
e N=a?’(L+k)—L

o p=VL+X

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1
e (3 >0, 3 =2 for gaussian priors
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Square Root Unscented Kalman Filter - SRUKF

Algorithm 13 - Square Root Unscented Kalman Filter - SRUKF

{=k, Sk} = SRUKF[{zr_1,SF 1} vkl

Weights:
w®m = Al
whe = 25+ (1-a+8)
w®m = i=2,...,20+1
wde = s i=2,...,2L+1
Initialization:

Zojo = Elzo]
x T
Sjo = CHOL{E (w0 — Elzo])(z0 — Elzo))"] }
FORk=1,2,...,K:
5271 = CHOL {E [(H}c71 — E[kal])(ﬁkfl — E[H}cfl])T]}
s} = CHOL{E|[(w — Elve) (v — Elne))”] }
Ep ko1 = [Beoir-1 Else—1] BT
5271\1@71 = DIAG{[Si—l\k—l 5271 SZJ}
e Time Update
Xka—l = [i:—l\k—l iZ—l\k—l“"‘PsZ—l\k—l iifl\kflfwsifmfl}
X:\k—l = F(X_q,uk—1, X )
2L+1 . )
B = 3 OO,
i=1
o) o x,(2:2L ~
St = QR{Vw®@e(x 3 — gy, )}
; z,(1 . 1),
Fik—i = CHOLUPDATE{S},_;, XV, — &k 1, w}
o Measurement Update
Vilk—1 = H(X:\kfl-,ukyx;:,l)
2L+1 . .
Tejk—1 — Z w(l),my]iﬁ)kfl
i=1
st = QR{[Vw®@eI2 — g}
s = CHOLUPDATE({S?, yﬁ}cfl — Jrppo1, w7
2L+1 . . )
PLv = Z w(l)’c(/\’,f",ii)l —ik‘k,l)(y,jﬁc,l = Opr—1)”
i=1
Ki = (PE/(SDT)/S]
Tpe = ZTrjp—1 + Ke(Yr — Trjp—1)
U = KiSY
Sy, = CHOLUPDATE{S}, ,,4,—1}7

END FOR
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Compound Matrices:

o 20 =T &T ~T|T

o XS [T (@M ()T
Parameters:
e L =n+ v+ z: augmented state dimension
e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters

° )\:a2(L+N)—L
o o =+/L+\

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1
e (3 >0, 3 = 2 for gaussian priors
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Square Root Unscented Kalman Filter - Version ” Additive Noise Case’

Algorithm 14 - Square Root Unscented Kalman Filter - Version " Additive Noise Case”

{=k, Sk} = SRUKF[{zr—1,SF 1} vkl

Weights:
1),m __
w®m = %ﬂ
we = LL“Jr(l*OLZJrﬁ)
w(z),m:m i=2,...,2L+1
wde = Ao i=2,...,2L+1
Initialization:
Zojp = E [xo]
§lo = CHOL{E(z0 — Elzo])(wo — Elwo])"] }
FORKk=1,2,...,K:
sE o, = CHOL{E{(Kk—l*]E[’”kal])(ﬁk—l7E[’{k—1])T}}
s} = CHOL{E[(v —Eln))(m — Elne))”] }
e Time Update
X1 = [5%71\1%1 Ep1ik—1 + PSE_1k_1 531@71\1@71*%5%,1\;%1}
X1 = F(Xe-1,uk—1,E[rr_1])
2L+1 . .
Erpor =Y “’(l)'mxk*\’xil)l
i=1
Feer = QR{Vw®@e(x 23 gy sE T
Sik—1 = CHOLUPDATE{S}, _,, XY} — g 1, w7}
e Measurement Update
Xijk—1 = [ik\k—l Th|k—1 +<P(Sz\k—1)T ik\k—l_‘P(SZ\k—l)T]
Vilk—1 = H(Xijp—1,ur, E[vx])
2L+1 . .
klk—1 = Z w(l),mylil\ic—l
i=1
si = QR{[Vw®@eI2 —gup_y) SIY
S{ = CHOLUPDATE{S], Y|} _, — dxp—1, "}
2L+1 . . .
PLv = Z w(l)’C(X;iTl)cfl —ik‘k,l)(y,ij)k,l = Orpr—1)”
=1
K = (P/SHT/S]
Epie = Epp—1 + Ke(ye — Grp—1)
U = KpS?
Sy, = CHOLUPDATE{S}, ,,4,—1}7

END FOR
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Parameters:

e [ = n: augmented state dimension

e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters
e N=a’(L+k)—L

o p=VL+X

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1

e 3 >0, 3 =2 for gaussian priors
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Square Root Unscented Kalman Filter - Version ” Parameter Estimation’

Algorithm 15 - Square Root Unscented Kalman Filter - Version " Parameter Estimation”

({6x,S7}] = SRUKF[{0)-1,S]_,}, ]

Weights:
1),m __
Wi =
whe = —LiA +(1—-a?+p)
wim = i=2.. . . 2L+1
wie = i=2,..., 20 +1
Initialization:
oo = E[60]
0 T
Sho = CHOL{E[(% — E[60])(80 — E[bo]) ”
FORKk=1,2,...,K:
i, = CHOL{]E{(IN{)@—I7E[’%k—1])(’%k—17]E[Rk—1])T}}
s} = CHOL{E[(v —Eln))(m — Elne))”] }
e Time Update
Oe—1 = Ok_1jk—1 + E[fp_1]
0 0 &
sk\k—l = QR{[sk—l\k—l Sk}
o Measurement Update
Xilk—1 = [ék\k—l ék\k71+¢(52\k—1)T ék\k—l_ﬁa(SZ\k—l)T]
Vile—1 = H(Xppe—1,uk, Elvk]) = KF(Xp k-1, ur) + E[vi]
2L+1 . .
Option 1:  gpp—1 = Z w(”’my,(j‘)kfl
i=1
Option 2:  Gre—1 = HOkjp—1, vk, E[vk]) = KF (O p—1,ur) + Elve]
st = QR{[Vw®eF2E —gpo) ST
S{ = CHOLUPDATE{S], Y|} _, — g1, v}
2L+1 . . .
Pl = > w(l)’c(XlgT)k,l*91@%71)(37;36,1 — 1)
i=1
Ki = (PY/(S)T)/S]
Oee = Okpr—1 + Ky — Grjh—1)
U = KiSY
0 0 T
S,y = CHOLUPDATE(S], .4, 1}

END FOR
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Parameters:

e L: augmented state dimension (number of parameters)

e k, a and [3: scaled unscented transformation scaling parameters
e N=a?’(L+k)—L

o p=VL+X

Parameter setup recommendation:

e k>0
e 0<a<l1
e (3 >0, 3 =2 for gaussian priors
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Central Difference Kalman Filter - CDKF

Algorithm 16 - Central Difference Kalman Filter - CDKF

=k, P} = CDKF[{zgr—1,Pi 1}, vkl

Weights:
(1),m _ h2-L
w =57
(i),m _ _1
w T 2n2
(i)er — _1_
w T an?
i),co _ h2-1
w(®e2 — T
Initialization:
Zojo = Elzo]
x
Po\o =

FORk=1,2,...,K:

Pp. =
P, =
e Time Update
f:fl‘k,l = [@r—1jk—1 E[rg—1]]
P:il = DIAG{[Pi—l\k—l Ph_11}
Xty = [ikil\k—l jkil\k—l
le\k—l = F(X_q,uk—1, X0 q)
2L+1 )
s =3 WO,
i=1
& (4) ( )
T _ (i),c x, (i x,(L+1i
Pk\k—l = Z[w I(Xk\k—l_Xk\k—l
i=2

e Measurement Update

ay

E (20 — Elzo])(z0 — Elzo)) |

E [(’ik—l —E[kk-1])(kr—1 — E[“k—l])T]

E [(ve — Elve)) (n — ElvD)”

2 (i),c x, (i) x,(L+1)
)+ w 2(XW71+X

(2:L+1) y(L+2:2L+1)] T

klk—1

imﬁl = [#r_1k—1 E[w]]
Pii_s = DIAG{[P},_, P}]}
Xylk—1 = {ik?kfl Fxfi—1 + HCHOL{P
Vijemr = H(X 1, e, X))
2041 .
Jelk—1 = w(l)’myl(cl\)kfl
i=1
L+1 ) ( )
i (i),e1 (i Lti
Py = Z [w l(yk\k—l_yk\k*1
=2
2).¢1
PYY = CHOL{w® 1 Pair—1} [yk\k—l
Ke = PReH™
Ep = Tkt + Ker — Grjp—1)
Pl = Pho1 — KnPIKY

END FOR

W1} @4_, — RCHOL{P}}

2 (i), (4) (L+1)
)+ w 2()),;%714-)7,6 ‘

klk—1

[k—1

z,(1) \2
- 2Xk\k—1)

k\k—l}

—2y

+hCHOL{P}*,} &{*,, , — hCHOL{P}" }|

(1)
|k

)7
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Compound Matrices:

R e o X0 =[(x")" (x)T]"
o 2% =[z" 47T o XU =[(x)T (AT
Parameters:

e L = n + v: augmented state dimension time update
e L = n + z: augmented state dimension measurement update

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = /3 for gaussian priors
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Central Difference Kalman Filter - Version ” Additive Noise Case”

Algorithm 17 - Central Difference Kalman Filter - Version " Additive Noise Case”

Weights:

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

e Time Update

Xi—1

KXik—1

Th|k—1

x
Prik—1

o Measurement Update

Xijk—1

Vi|k—1
Yk|k—1

Py

zy
Py

K

Tk|k

x
Pyl

END FOR

[k, Pr}] = CDKF[{zr—1,P;_1} vkl

w®m — %E—L
w®m = 1 i=2,...,20+1
wer = 1 i=2,...,20+1
wde2 = K21 i=2,...,2L+1
Zojo = Elzo]
Pio = E|[(z0—Elzol)(zo — Elro])" ]

Pii = ]E{(’ik—l7]E[Kk71])(’/"k*17]E[Kk71])T]
Pl = E[(m —El)) (v — Elw])]

{ik—l\k—l & _1jk—1 + hCHOL{PY _,,_,} ik*l\k—l7hCHOL{Pi—1\k—1}]

F (X1, up—1,E[kg_1])

2041

(1), (4)
Z w ka\k—l
i=1

L+1

klk—

k|k—

k|k

i), k3 L+i)\2 i), k3 L+ 1 2
Piy Y [0 @iy - DT+ w el - aH) —2x ()7
=2

[ik‘k,l rin—1 + hCHOL{P},_,} &xp—1 — hCHOL{PE,_,}

H( X k-1, vk, E[vk])
2041 o

(1), (i
dow Vilk—1
=1

L+1
(i),c (i) (L+i)y2 (i),c (@) (L+1i)

Pl + Z [w l(ykl\k—l - yk\k—ll) +w 2()};\1@—1 +yk\k—ll

i=2

2), ; 2:L41 L+2:2041)] T

CHOL{U)( )re1 Pi‘kfl} {y;(c‘k,1 ) yl(c\k—l )]
P (P!
Trik—1 + Ki(Yk — Irk—1)

PY ko1 — KkPLKY

—2y

(1)
Kk

)7
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Parameters:

e [ = n: augmented state dimension

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = +/3 for gaussian priors
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Central Difference Kalman Filter - Version " Parameter Estimation’

Algorithm 18 - Central Difference Kalman Filter - Version " Parameter Estimation”

[{6x,Py}] = CDKF[{0x_1,P}_,}, y]

Weights:
m 27
W hhrzL
w“%m_ﬁ i=2,...,2L+1
w(i),c1_4h% i=2,...,2L+1
we2 }fﬁl i=2,...,2L+1
Initialization:
oo = E[6o]
Plo = E[(B0 —E[o])(®0 —Elo])”
FORk=1,2,...,K:
P, = ]E[(’;vk—l7E[Rk—1])(’%k—l7]]‘:[’;"1@—1])7‘]
P, = E[(w —ElmDOk —Elve))’]
e Time Update
Oke—r = Op_1j—1 + E[fn—1]
0 0 &
Pk\k—l = Pk—l\k—l"’_Pk—l
e Measurement Update
Xijpor = [ék‘k,l Oxjr—1 + hCHOL{P{ , _,} ék‘k,lthHOL{Pi‘k,l}]
Vi1 = H(Xjp—1,uk, Elvi]) = CF (X p—1, ur) + E[vx]
2L41 »
Option 1:  Gpjp—1 = Z w““”y,ij}%l
=1
Option 2:  Gpje—1 = HOpp—1,ur, Elvi]) = KFOpn—1,ur) + E[vx]
L41
7 _ (i),c (4) (L+i)\2
Py = P2+Z [w Pk = Yaea1)
i—2

(i),c (i) (L+1i) (1) 2
+w z(yk\k—1+yk\k—172yk\k—1) ]

PV = CHOL{w®P{, ,} ¥y -y 2en]”
Koo= epep

Ouie = Oppr—1 + Kilyr — Gnjp—1)

Pi‘k = PZ\kflkaPg/Cf

END FOR
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Parameters:

e L:"state” dimension (number of estimated parameters)

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = /3 for gaussian priors
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Square Root Central Difference Kalman Filter - SRCDKF

Algorithm 19 - Square Root Central Difference Kalman Filter - SRCDKF

{zk, Sk} = SRCDKF[{zy—1,S; 1}, sl
Weights:

(1),m _ h2-L
w = ==

h
w®m = Ly i=2,...,20L+1
w®er = Ly i=2,...,2L+1
(i),eq _ h2—1 .
w 2 = s i=2,...,2L+1
Initialization:
Zojop = El[wo]
Sjo = CHOL{E (w0 — Elzo])(z0 — E[zo))"] }
FORk=1,2,...,K:
sy, = CHOL{]E{(Kk—l*]E[’”"kfl])(ﬁk—l7]E[Kk—1])T}}
S} = CHOL{E[(w — Elw]) (v — Elne)) "] }
e Time Update
jzil\k—l = [@r—1k—1 E[sp—1]]
SZfl‘k,l = DIAG{[SZ—IW—I Si_al}
X}?fl = {izil\k—l izi1\k71+hszi1\k71 iziukA*th'iukA]
Xlg\k—l = F(X_y, ur—1, X_y)
2L+1 ) )
B =3 w2,
i=1
x _ o 2),ep (pT (2 L41) 2,(L+2:2L+41) T (2).0g (3 (2:L+1) z,(L+2:2L+1) z,(1)
Skik—1 = QR{[\/w@) N = Xy ) Vu® (X1 T A = 2% 20|}
e Measurement Update
iiﬁk,l = [Zr—1jk—1 E[w]]
a T
Silk—1 = DIAG{[(S{,_1)" SiI}
a. ~Q ~Q a. ~Q a
Xk\’;c—l = [Ik?k—l mk?}c—l-i_hsk?k—l Ik\ka_hsk\ka]
Vite—1 = H( X1, ue, Xy )
2L+1 ) )
Tejk—1 — Z w(z),my£7£71
i=1
g T2 en (2L 1) (L+2:2L+1) TT(2) eg () (2:LF1) (L+2:20+1) (1) T
si = QR{[\/w(z)’l(yk\k—l = Vilke-1 ) \/w(2)’2(yk\k71 ~ Ve _2yk\k71)]}
; _ T2) er /i T [~,(2:L+1) (L42:2L+1)]T
Prv = Ve®esy )T DY - vy
Ke = (PY/(SD")/S]
Tpge = Bppp—1 + Kr(yr — rjp—1)
g4 = KyS!
Six = CHOLUPDATE{S}, ,,  —1}"

END FOR
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Compound Matrices:

R e o X0 =[(x")" (x)T]"
o 2% =[z" 47T o XU =[(x)T (AT
Parameters:

e L = n + v: augmented state dimension time update
e L = n + z: augmented state dimension measurement update

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = /3 for gaussian priors
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Square Root Central Difference Kalman Filter - Version ” Additive Noise Case’

Algorithm 20 - Square Root Central Difference Kalman Filter - Version " Additive Noise Case”

{r, S5} = SRCDKF[{zkr—1,S;_ 1} vkl

Weights:
w(l),nl — hi’;L
w®m = Ly i=2,...,2L+1
w®e1 = Ly i=2,...,2L+1
w(ie2 = 121 i=2,..., 20 +1
Initialization:
Zojo = Elzo]
x T
Sio = CHOL{E[(z0 — E[zo])(z0 — E[zo])"] }
FORk=1,2,...,K:
5271 = CHOL {E [(K/k71 — ]E[K/kfl])(fikfl — E[H}cfl])T}}
S} = CHOL{E[(w — Elw]) (v — Eln))"] }
e Time Update
X1 = {jkfl\kfl Epoje—1 T hSE 11 Fro1jk—1 — hSL 1k
Xejp—1 = F(Xp—1,uk—1,E[rk-1])
2L+1 . .
Tplk—1 = w(l),mxli’\b;c—l
i=1
x o (2),eq (T (2:L41) xz,(L+2:2L+1) 2(2),co (T (2:L41) x,(L+2:2L+1) x,(1) A
Skik—1 = QR{[\/w@) N = Xy ) Vu® (Xt A =280 ) S,ﬁl]}
e Measurement Update
* . . ; T : T
Xeje—1 = {xk\k—l Epipo1 Sk _1)  Erjr—1 — h(SE_1) }
Vijk—1 = H(Xp_y, ur, Elvx])
2L+1 ) )
e = 3wV
i=1
g - 2:L+1 L+2:2L+41) - (2:L41) (L+2:2L+1 (1) T
s{ = QR{[\/’W@)’l(y)(c\k—l)_yl(c\k—l ) \/w(2)’2(yk\k71 ~ Vilk1 )_2yk\k71) Si|t
; _ T2) c1 /i T [~,(2:L+1) (L+2:20+1)17T
P = Ve®esi )T DY - vy
Ke = (PY/(SD)/S]
Zpge = ZTppp—1 + Ke(Yr — Trjp—1)
g = KSY
Sy, = CHOLUPDATE{S}, ,,4,—1}7

END FOR
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Parameters:

e [ = n: augmented state dimension

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = +/3 for gaussian priors
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Square Root Central Difference Kalman Filter - Version ” Parameter Estimation”

Algorithm 21 - Square Root Central Difference Kalman Filter - Version " Parameter Estimation”

Weights:

Initialization:

FORk=1,2,...,K:

e Time Update

e Measurement Update

Option 1 :

Option 2 :

END FOR

({6, S%}] = SRODKF[{0x—1,57_1}, vl

2y

(1)
k|k—

h2
w“%’”:ﬁ i=2,...,2L+1
w““l:ﬁ i=2,...,2L +1
i),c 2_ .
wlihes = 221 i=2,..., 20 +1
fop = E[60]
Sho = CHOL{E[(% — E[60]) (60 —E[eo])T”
sF_, = CHOL{E [(Rk,l — E[fp_1])(Fr_1 —E[%k,l])T”
S, = CHOL {E [(Wk —E[ve])(vx — Ehk])T]}
Ouje—1 = Ox—1jp—1 +E[Rr_1]
0 0 z
Skie—1r = QR{[Sp_1jp—1 Si_il}
Xipjk—1 = [ék\k—l Opjh—1 + h(SZ\k—l)T Opjh—1 — h(sz\k—l)T }
V-1 = H(Xkpr—1, we, E[vk]) = KF (X -1, ur) + E[vi]
2L+1 . .
R
i=1
Grikm1r = HOpe—1,ur, Elvi]) = KF (O k-1, ur) + Elve]
g T3y o (2L L42:2L
Y — QR{[\/w@)’ l(y,gkjl) _ yli\ktzlz +1))
. (2:L+1) (L42:2L+1)
V@, 2(3}1@%71 = Vilke-1 -
0 P} T 2:L41 L+2:2041)] 7T
Pky = \/w(2)’ l(sk\k—l) {yl(c\k—l ) 73;;%71 )]
Ko = (PY/(SD)T)/s]
Ouie = Oppr—1 + Kilyr — Grjp—1)
U = KiSY
0 0 T
S,y = CHOLUPDATE(S], 4,1}

D st
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Parameters:

e L:"state” dimension (number of estimated parameters)

e h: central difference interval parameter
Parameter setup recommendation:

e h > 1, h = /3 for gaussian priors
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Gauss Hermite Filter - GHF (Only Additive Noise Case)

Algorithm 22 - Gauss Hermite Filter - GHF

Hzr, Pi} = GHF[{zk—1,Pi_1}, uxl
Quadrature Points and Weights:
Let J be a symmetric tridiagonal matrix with zero diagonals and J@,G+1) - \/1/727 1<i<m-—1:

o Jijz
1/2
| v
Vm=1)/2
V(m—1)/2 0
Then the quadrature points are ¢ = A(V /2 (QP = [q(l) ... q(m)]) where A\ are the eigenvalues of J and the weights are
. . 2 .
w® = ’(v(l)) ‘ where (v(l)) denotes the first element of the 4.5, normalized eigenvector of J.
1 1
Initialization:
Zojo = Elzo]
Pio = E[(eo - Elwal)(zo — E[zo])”]
FORk=1,2,...,K:
P, = E [(“k—l — Elsgp—1])(kr—1 *]E["”kal])T]
P, = E[(v —EluD (v —Elw)T]
e Time Update
X = dp_1p—1+CHOL{P} ,, ,}QP
m m
. T
Th|k—1 = Z Z F([Xiy, Xigy ooy Xip ] sup—1, Blkg—1])wiq wig - . wiy
ii=1  ip=1
m m
Pilkmr = Pioi+ Z Z (-F([XilxXigx~~~;X'LL]T7UI¢—17E[HI¢—1])_lﬁk\k—l)2w1ﬂlw1ﬂg Coe Wi
ii=1  ip=1
o Measurement Update
V = @1 + CHOL{P},_,}QP
m m
Uklk—1 = Z Z H([Viys Vig, -5 Vi |7 un, Elve])wiy wiy - wi,
i1=1  ip=1
PL = PI4+ Y Y (Vi Vig. o Vi 17w Ele]) = G 1) 2wig wiy - wiy
i1=1  ip=1
Py = Z Z (Viy, Vigs - Vi 1T = &e—1)
i1=1  ip=1
X(H([v’ipvizx'")viL]TxukvE['Yk])_f‘)k\k—l)Twilwig s Wip
Krp = PEHT!
Zpe = Trpp—1 + Ke(Yr — Trjp—1)
= z § T
Pk\k = Pk\k—l _’CkPZ’Ck

END FOR
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Parameters:

e [ = n: state dimension

e m: order of gauss hermite quadrature rule
Parameter setup recommendation:
e m>1,3<m<7

Note, that the GHF is only suitable for additive noise case systems, since the augmentation of the state vector with the noises (non additive

noise case) would lead to a severe increase of the computational effort and the algorithm would become computationally intractable very soon.
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Gauss Hermite Filter - Version " Parameter Estimation”

Algorithm 23 - Gauss Hermite Filter - Version " Parameter Estimation”

[{0x,P7}] = GHF[{6x—1,P}_,}, usl
Quadrature Points and Weights:
Let J be a symmetric tridiagonal matrix with zero diagonals and J@,G+1) — \/1/727 1<i<m-—1:

0o iz
) V1/2 .
Vim =172
V(m—1)/2 0
Then the quadrature points are ¢V = A0 /2 (P = [¢V) ¢@ ... ¢("™]) where A(!) are the eigenvalues of J and the weights are
) ) 2 )
w® = ’(v(l)) ‘ where (v(l)) denotes the first element of the i:;, normalized eigenvector of J.
1 1
Initialization:
fop = E[60]
Plo = E[(B0 —E[o])(®0 —Elo])”
FORk=1,2,...,K:
P, = E [(’%k—l —E[fg—1])(Fr—1 *]E[';kal])T]
P, = E[(v —EluD (v —Elw])T]
e Time Update
ék\k—l = ék—l\k—l + E[RE—1]
0 0 R
Peem1 = Pr_qpe—1 Py
e Measurement Update
V = 01+ CHOL{P], ,}QP
Uklk—1 = Z s Z H([zg , Vigs Vig, - Vi 1T, Elyewiy wiy - wip
i1=1  ip=1
Pg = PZ+ Z Z (H([m:)[V7717V772)"')viL]]Tvukle['Yk])_?}k\k—l)zwilwig~~~wiL
i1=1  ip=1
P = oy (Viy Vigs - Vi 15 = Ogpi_n)
i1=1 ip=1
X(H([Iz) [V771 2 Vig oo viL]]Tx Uk, E[vk]) — f‘)k\k—l)Twilwig s Wip
Ko o= PUED
ék\k = ék\k—l + K (yr — Irk—1)
0 0 § T
Pk\k = Pk\k—l - ’CkPZ’Ck

END FOR
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Parameters:

e L:"state” dimension (number of estimated parameters)

e m: order of gauss hermite quadrature rule
Parameter setup recommendation:

e m>1,3<m<7
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Gaussian Sum Kalman Filter

Gaussian Sum Kalman Filter - GSKF

Algorithm 24 - Gaussian Sum Kalman Filter - GSKF

How 2, P @5 1) = GSKF{#? |, P Y5 vl
Initialization:
Zoj0 = El[wo]

G
Z a(()g)/\/(zo; fgg)7 Pg;(y))

g=1

Q

p(zo)

FORk=1,...,K:

e GMM-Models:

=(m) pr.(m)

— Process noise density: pg pmat (Kk—1) ZM,] ,(CT)IN(K;C,1;K,€71,P,€71 )

— Observation noise density: pg vt (V) = Z;]:] LpgjllN('yk; "y,(cj) s PZ‘(j))

e Option 1:

— Time Update
* FORg=1,...,G

FORm=1,...,M

gm = g-m
Hay Py = TimeUpdprruxr,. {2, Pr Y /™ P
(gm) (kg)l : I(cm)l
algm _ —
( ) (m)
SRR DR Bra
END FOR
+ END FOR
(gm) _ algm)
*oa =Som  (gm)
zom algm)
— Measurement Update
* FORgm=1,...,9-m
FORj; =1,...,J
gmj = g-m-j
[{I(,:‘]ZLJ) Pk",(cgm])}] = I\,{easUpdEKp,UKp [{I(Ij;ﬂ—)ﬂ k"](f:y{)’?](cj), Pz’(“‘l)}]
(gm) alom) ol P(yklm(gm))(“
* - m 7 (om) (5
gmzl Iy algm) . - p(yr|z) i B2

END FOR

+ END FOR

(gmj) — algmi)

~ AL P
g m-j m.
romdy algmy)
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e Option 2:
— FORg=1,...,G
* FORm=1,...,M
- FORj=1,...,J

gmj = g-m-j

o PN

EKF/UKF/...[{z\", P09, &™), P 59, P9}

ol =B o pul )
END FOR
+ END FOR
— END FOR
_ a(gmj) — g.;f.(jgmj) 3
DO o (gmi
e Inference (MMSE)
g = D, wm DD
o GMM-Recovery:
— Forg=1,2,...,Gdraw a numberd € {1,...,9-m - j} with probabilities proportional to {a(QMj)}, assign
_ z, (d) p,(d
{mgf),Pk 9y = {m;“)e, Pk“(C )} and set oz;g) = <.
GMM-Model: pg mam (25| Yr) = 5:1 a](cg)./\f(xk; i;cg)., Pi’(g))
END FOR
Parameters:

e G, M, J: Number of mixing components for state and system noise density

e Depending on the choice of gaussian filter (EKF, UKF, ...) the respective parameters accrue additionally
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Sequential Monte Carlo Methods

Sampling Importance Resampling (Systematic Resampling)

Sampling Importance Resampling (Systematic Resampling)

Hz* w? ParI@}N ] = SIR — RESAMPLE[{z|”, w{"} ]

e FORi=2,...,N

— Construct (Cummulative Sum of Weights)-Vector: CSW () = csw (=1 4 w,(j), csw® = w,il)
e END FOR
o 9 ~uU(9;0, N7
e FORj=1,2,...,N

— 99 =M L N7 —1)

— WHILE &) > csw®

* =141

— END WHILE

— Assign Particle: ac,(cj)* = zgj)
— Assign Weight: w,iﬂ =N"!
— Assign Parent Index: ParlW) =

e END FOR
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Residual Resampling

Residual Resampling

{e* w®, Pari®}N ] = RR — RESAMPLE[{z{", w("}} ]
e FOR:i=1,2,...,N
— Assign " Children A": Néi') = LNU);(;)J
e END FOR
e Np=N-2N, N
o Wyes = (wpN—Na)/Ny,
e IF N, #0
- {=, = ParI™}N ] = SIR — RESAMPLE[{—, w(® }N ]
— Assign " Children B": N}, = ParI®
— Nchita = Na + Np
e ELSE
— Nchitd = Na
e END IF
e j=1
e FORi=1,2,...,N

(4)
= IF Nghia #0

x FORm=j:j+N§),, 1
- Assign Particle: z(™* = (")

- Assign Weight: w,(cm) =N"1
- Assign Parent Index: Parl(™) =
+ END FOR
— END IF
—J=J+ Ng;lud

e END FOR
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Markov Chain Monte Carlo Step

Markov Chain Monte Carlo Step

Definitions:

{zIN,] = MCMC[{z, 2 3, vi]

e Ij: Resampled particles at time k

® I _1: Resampled particles at time k — 1

Algorithm:

e FORi=1,2,...,N

(i)

-7~ ﬂ(zk\iffll, yk) (sampling from instrumental proposal distribution)

9~ U(D;0,1)
Pl 120 @120 vy

a = min{l, . - . ~—
p 20 pE 120 @120y

IF9 <«
v 2l = g
ELSE
* mg) = ig)
END IF
e END FOR

191



Generic Particle Filter - GPF

Algorithm 25 - Generic Particle Filter - GPF

{o? w")) = GPF{z2, wi 31, ui
Initialization:
#ojop = Elzo]
m(()i) ~  p(zo) i = 1,2,...,N
w((;) = N7 i = 1,2, , N

FORE=1,2,...,K:

e FORi=1,2,...,N
- K;:Zl ~ p(kK—1)
— a2 = F  uno1, ki)
= w = i plyelzy?)

e END FOR

o Wi = wk/z,zivzl wgcl)

o Nejs =Ys N, @())?

o IF Neyy < Nipr

- {2 w? = L ParT™}N ] = RESAMPLE[{az{"”, ®{"}N ]
) = af) =}
— Optional MCMC-Step:

_ Pari(D N
= Tr-1

* Assign: {igl] i1

« [z = MeMCHay”, 27 3wk
e ENDIF
e Inference (MMSE)
= dnp = L%, o

END FOR

Parameters:

o N: Number of particles

® N;p,: Resample threshold
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Auxiliary Particle Filter - ASIR

Algorithm 26 - Auxiliary Particle Filter - ASIR

) w3 = ASIR[{z(” | w? MY v

Initialization:
Zojop = Elzo]
m(()i) ~  p(xzo) i = 1,2,...,N
w((;) = N7 i = 1,2, , N

FORk=1,2,...,K:

e FORi=1,2,...,N

Option 1 : ngl] ~  p(Kk—1)

W = F e
Option 2 : #(;:) = f(m(killyuk—lyﬂ‘:[“k—l])
wi? = w? punleg”)
e END FOR
o Wy :wk/z,zivzl wgcl)
e Resampling
~ [{— — ParI®}N|] = RESAMPLE[{n{", &’} ]

e FORi=1,2,...,N

- K;:Zl ~ p(Kr—1)
- 2 = F@b " e, w))
G pulel?)
W T Part(D)

plyglnf ot
e END FOR
o wy = Tp/vN i;)(:)

e Inference (MMSE)

= e = L, w2

END FOR

Parameters:

e N: Number of particles
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Regularized Particle Filter - RPF

Algorithm 27 - Regularized Particle Filter - RPF

{e” w" ] = RPF[{af)
Initialization:
Zoop = Elzo]
m(()i) ~  p(zo) i = 1,2,...,N
w((;) = N7 i = 1,2, , N

FORE=1,2,...,K:

e FOR:i=1,2,...,N
- K;:Zl ~ p(kK—1)

— a2 = F uno1, ki)

= w = i plyelzy?)
e END FOR
o Wi = wk/z,zivzl wgcl)

o Nepp =Yo N (@(P)?

e IF Ness < Ninr
—cv=cov{z{", o}
— SV = CHOL{CV}

(i)
10 W1

- {2 w? = L Pari™}N ] = RESAMPLE[{z(", w("} N ]

- 1!’(1) ~ KEpanech,nikov/Gauss
— 2 =2 4 AoprSVe®
-l =)=
— Optional MCMC-Step:

*  Assign: {55:11 = mkpfql(i) 7{\1:1

« {z1N,] = MCMC[{z, 2 |,y } Y]

e END IF
e Inference (MMSE)

R N () (i
= Zrpe = 2y wl(c)m(k)

END FOR

Parameters:

o N: Number of particles
® Nyp,: Resample threshold
® A\opt: Kernel bandwidth

Parameter setup recommendation:

1
e Mopt = 0.5( N(7f+2) )n+4 for gaussian kernel

ﬁvzlvyk]
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Gaussian Filter Bank Particle Filter - EKPF, SPPF

Algorithm 28 - Gaussian Filter Bank Particle Filter - EKPF, SPPF {(SR)UKF, (SR)CDKF}

He w3 ,] = GFBPF[{z(” , wi” 3,y
Initialization:
#oop = Elzo]
m(()i) ~  p(zo) i = 1,2,...,N
w = N7 i = 1,2,....N

e FORi=1,2,...,N
- {af". Py Y = EKF/UKF/CDKF/..[{z{) Py ) yi}]
2 N0 D)

@ _ @ Pkl )

3 (i)  Likelihood-Prior
- w - - - - =w, T
k k—1 N(wg):igj)ﬁﬁ’m) k—1

Proposal

e END FOR
o Wy = wk/z,zivzl wgcl)
o Nejy =N, @)?
o IF Nesy < Nipr
- {2 wl? = L ParT™}N || = RESAMPLE[{z(", #{"}N ]
) =0 = %
— Optional MCMC-Step:

_  Pari(D N
= Tr—1 i=1

* Assign: {igll
« [zl = MOMC[{=z”, 3, uk 1]

e END IF
e Inference (MMSE)
— Tk = Zf\[:l ﬁ;,(ci)mgj)

END FOR

Parameters:

e N: Number of particles
® Nip,: Resample threshold

e Depending on the choice of proposal (EKF, UKF, ...) the respective parameters accrue additionally
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Gaussian Sum Particle Filter - GSPF

Algorithm 29 - Gaussian Sum Particle Filter - GSPF

Ha” wi ] = GSPF[{z),, wl” 1N, m]
Initialization:
#oop = Elzo]
)~ plzo)  i=1,2,...,N
p(zo) = Za(g)j\/ (J) gy(g))
FORk=1,2,...,K:

e GMM-Model process noise:
_ _ M (m) (m ,(M)
Process noise density: pg i (kr—1) = > 1—q B i N(Fr—1; Ry 1, )

e Time Update

— Form=1,2,..., M, set p(rp_1)™ :/\/(nk,hn; P ’(m))
Forg=1,2,...,G, set p(xp_1|Yi_1)9 = N(zk,l;zijl,Pkfi))
— FORg=1,2,...,CG
« FORi=1,2,...,N
2D N(anr; 5@, PE)
+ END FOR
— END FOR

— FORm=1,2,...,M
« FORg=1,2,...,G

s gm=g+ (k- 1)G
FORi=1,2,...,N

ey~ Nk R PG
Llgm) () (9), (%) (M)()
ké\yk—l = FlapZy" un— )

END FOR

w@™ = o9 . glm)

* END FOR

plam) — w(gm)
* W Z?»,ﬁlzl w(gm)

* FORgm =1,2,...,GM

—x,(gm) _ (Jm)«(i)
Trlk—1 — NZ‘L*I klk—1

PEL) = COV e, &)
+ END FOR

— END FOR
o Measurement Update
— Forgm =1,2,...,GM, set pgmm (zk|Yi—1) = Z?Tfyzl i;(gm)./\/(zk;iﬁ;:jl, P:",(j:’i))
— FORgm =1,2,... ,GM
* FORi=1,2,...,N

2 (9m),(0) . =(gm) z,(gm)
K|k NN(xk’xk\k—l’Pk\k—l )

wpam) (i) — p(ykw(kg‘kM),(l))

x END FOR (). ()
(g i gm),(i
« plam) _ =i wum)ﬂ(l)mkﬁ’c
klk N wlem) (@)
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5 pZam)

pefS :COV{I,(CQ‘ZL)’(Z)-,w(gm)’(i)/vazl wlgm), (1)}
% wIm) — w(ym)zi\le m(gm)’(i)/25i%:1 21{\7:1 w(am), (i)
% w@m) — @(9771)/23;7%:1 o(am)

— END FOR

e Inference (MMSE)

PN _ GM (gm) =z,(gm)
wk\kfzgm:1w mkk

I
o GMM-Recovery:

— Forg=1,2,...,Gdraw a number j € {1,..., GM} with probabilities proportional to {w 9™}, assign
{igcg), Pz’(g)} = {igcj‘)k, P:"I(C])} and set agcg) =4.

GMM-Model: pQMM(IkIYk) — Z?:l a)(cg)N(mk;jggg)7 Piw(ﬂ))
END FOR

Parameters:

e N: Number of particles

o G, M: Number of mixing components for state and process noise density
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Gaussian Mixture Sigma Point Particle Filter - GMSPPF

Algorithm 30 - Gaussian Mixture Sigma Point Particle Filter - GMSPPF

{2, w3, = GMSPPF[{z” |, wi” 1N, y]

k—1
Initialization:
Zojo = El[wo]
e’ ~ pwo)  i=1,2,...,N
G
p(w) =~ Y afN(zoize”, Py )
g=1
FORE=1,2,...,K:

e GMM-Models:

— Process noise density: pgma (Kk—1) = D M,I B,(Cm)lj\/(nk,l ngcn)l, (m))
— Observation noise density: pgamm (V) = > 5 wij)./\/('yk; w,(j), Pz’(”)

e Time Update

— Forj=1,2,...,J, set p(v&)¥) = N(yx; 'y(J) PV’(J))
Form =1,2,..., M, set p(kr—1)"™ = N(kr_1; I{(ki)l, P:;(m))
Forg=1,2,...,G, set p(ex_1|Ya1)? = N(zp_1;2,,Py?)
— Forg’ =1,2,...,G' (¢’ = g+ (m — 1)G) use the time update step of a gaussian filter (employing the DSSM process

equation zj, = F(k—1,Uk—1, Kk—1) and densities p(mk,l\Yk,l)(g) and p(nk,l)(m) from above) to calculate a gaussian

’ ’
approximate prior density p(zj|Yy— 1)(9/) = N(z; z9) Pi’(g )) and update the mixing weights

klk—1° " k|k—1
Ejk) . —C) 5(71/20 LEM_ ) plm)
— Forg” =1,2,...,G” (¢" = g’ + (j — 1)GI) use the measurement update step of a gaussian filter (employing the DSSM

, )
measurement equation y, = H(xk, uk, Vi), the current observation yj, and densities p(mk\Yk 1)(9 ) and p(’yk)(J) from

above) to calculate a gaussian approximate posterior density p(mk|Yk)(9”) = N(zp; T k\k ), Pki,(cg )) and update the mixing

" r/
weights (%, = ) oD pilal SR LA P IR ONONE CONO

e GMM-Models:

. . ’ ’
— Prior state density: pg mam (2 |Yi—1) = G,71 k\k N(zw; @ k\k) " P:ﬁfjl
— Posterior state density: pgamm (T |Ye) = ?,,:1 a;g‘k)/\/(wk;mk‘k R th(cg ))

e FORi=1,2,...,N

— 2 ~ pgrrm (k| Yi)
@) _ pklerg a0 1Y 1)
— wl

PgMM(m,(c v

(4)

e END FOR
o Wi _wk/EI,I w( )
o GMM-Recovery:
— Option 1: Expectation-Maximization Recovery

x {0, &, ParT™}N ] = RESAMPLE[{z{", %"}V ]
o2, @Y, — EMIEOIL,

— Option 2: Weighted Expectation-Maximization Recovery

% [{a(kg)yigcy)yp ,(g)} 1]*WEM[{x() ~,(:)}§v:1]

GMM-Model: pg i (zk|Vi) = S5, N (ay; 29, P 9)
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e Inference (MMSE)
— Option 1: Infer before the EM/WEM Step - T, = Zivzl w,(;)zgj)
— Option 2: Infer after the EM/WEM Step - &3, = 5:1 a;cg)igcg)

END FOR

Parameters:

e N : Number of particles
e G, M, J: Number of mixing components for state, process noise and observation noise density

e Depending on the choice of proposal (EKF, UKF, ...) the respective parameters accrue additionally
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