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Kapitel 1

Einleitung

Die ab 1970 entstandene Stochastische Geometrie beschéftigt sich mit Modellen fiir zu-
fallige Mengen, Punkt- bzw. Partikelprozesse sowie zuféllige Mosaike auf euklidischen und
sphérischen Réumen. Die Theorie zufélliger Mengen wurde unabhéngig von Kendall [32] im
Jahr 1974 und von Matheron [40] im Jahr 1975 entwickelt. Sie gilt bis heute als Herzstiick
der Stochastischen Geometrie. Die Grundlagen der Stochastischen Geometrie wurde 1975
von Matheron [40] gelegt. In den Modellen der Stochastischen Geometrie werden wichtige
und fundamentale Resultate der Integral- und Konvexgeometrie benétigt. Einen Uberblick
iiber die grundlegenden Modelle der Stochastischen Geometrie mit Querverbindungen zur
Integral- und Konvexgeometrie bietet das Werk von Schneider und Weil [63] an.

In der Konvexgeometrie werden bspw. konvexe Kérper in R?, d.h. konvexe und kom-
pakte Mengen in R¢, auf verschiedene Eigenschaften untersucht. Ein wichtiger Bestandteil
dieser Theorie ist die Untersuchung des Volumens des Parallelkorpers eines konvexen Kor-
pers K mit Abstand € > 0. Der Parallelkorper beschreibt die Minkowski-Summe von K
mit einer d-dimensionalen Kugel mit Radius €. Dann besagt die Steiner-Formel, dass das
Volumen des Parallelkoérpers ein Polynom in € von hochstens Grad d beschreibt, wobei
sich die inneren Volumina V¢(K),...,V4(K) von K aus den Koeffizienten des Polynoms
ergeben. Fiir die folgenden historischen Hintergriinde zur Steiner-Formel verwenden wir die
Anmerkungen von Schneider [61]. Demnach lasst sich die Steiner-Formel auf Steiner [69]
im Jahr 1840 zuriickfithren, der diese zunéchst fiir Polytope und Mengen mit 2-mal ste-
tig differenzierbaren Rand und strikt positiven Hauptkriimmungen in R? und R? zeigen
konnte. Weiterhin konnte Weyl 1939 in 73] eine Art Steiner-Formel fiir glatte Mannigfal-
tigkeiten im euklidischen und sphérischen Raum liefern. Die Steiner-Formel wurde auch
von Herglotz [24], Vidal Abascal |72|, Allendoerfer [2| und Santal6 [59] fiir verschiedene
Mengen untersucht. Eine endgiiltige Version der Steiner-Formel fiir konvexe Korper wurde
durch das Werk von Hadwiger [23] im Jahr 1957 gegeben. Als aktuelle Nachschlagewerke
eignen sich vor allem die Werke von Schneider und Weil [62,63].

Aus der Steiner-Formel liest man leicht ab, dass Vo(K) die Euler-Charakteristik eines
konvexen Kérpers K in R? und V,(K) das gewdhnliche Volumen von K definieren. Aufer-
dem beschreibt V;(K) die mittlere Breite von K, und fiir d-dimensionale konvexe Korper
K kann 2V, {(K) als die Oberfliche von K gedeutet werden. Das innere Volumen V;,



j €10,...,d}, ist als Funktional auf dem Raum der konvexen Kérper K¢ in R? betrach-
tend bewegungsinvariant (invariant gegeniiber euklidischen Bewegungen), homogen vom
Grad j, additiv, stetig bzgl. der Hausdorff-Metrik auf ¢ und monoton. Des Weiteren hat
Hadwiger [23] festgestellt, dass der Raum der bewegungsinvarianten, additiven und steti-
gen Funktionale ¢ : K¢ — R ein R-Vektorraum mit Basis Vy,..., Vg ist. Dieses Resultat
ist auch als Satz von Hadwiger bekannt. Ein alternativer und auch kiirzerer Beweis wurde
1995 durch Klain [34] vorgestellt. Anwendungen des Satzes von Hadwiger findet man in
der Integralgeometrie wieder, z.B. wurden die Crofton- und Kubota-Formel von Hadwiger
in [23| mithilfe dieser Charakterisierung bewiesen. Als aktuelles Nachschlagewerk dient das
Werk von Klain und Rota [35] aus dem Jahr 1997. Die Formeln, in denen invariante Mafe
zugrunde liegen, sind spéater fiir die hier betrachteten Modelle aus der Stochastischen Geo-
metrie von wesentlicher Bedeutung, falls in diesen Modellen Invarianzeigenschaften, d.h.
Stationéritdt und Isotropie, vorausgesetzt werden konnen.

Der Ursprung der Crofton- und Kubota-Formel liegt schon sehr weit zuriick. Dabei
beschrénken wir uns auf die Bemerkungen aus [23|. Demnach fiihren die Ansétze der
Kubota-Formel auf Cauchy [10] im Jahr 1841 zuriick, welche 1911 von Minkowski [47]
verallgemeinert wurden. Zudem stammt die Crofton-Formel im Wesentlichen von Crof-
ton [13,14] aus dem Jahr 1868 bzw. 1869 und wurde 1935 von Varga [71] erweitert. Beide
Formeln lassen sich im Werk von Schneider und Weil [63]| nachlesen.

Ein weiterer Bestandteil der Konvexgeometrie ist der Begriff des Kovariogrammes einer
konvexen Menge. Das Kovariogramm v (y) einer konvexen Menge K € K¢ in y € R? ist
das Volumen des Durchschnittes von K und der Minkowski-Summe K @ {y} und wurde von
Matheron [40] im Jahr 1975 eingefiihrt. Wegen der Invarianz von V, gegeniiber euklidischen
Bewegungen stellte Matheron [41] die Frage, ob das Kovariogramm einen konvexen Korper
eindeutig bis auf euklidische Bewegungen bestimmt, und vermutete eine positive Antwort
fiir den Fall d = 2. Zunéchst konnte Nagel [49] im Jahr 1993 die Vermutung von Matheron
fiir konvexe Polygone bestétigen. Ehe Averkov und Bianchi 2009 in [5] Matherons Vermu-
tung fiir d = 2 vollstdndig verifizieren konnten, ergaben sich niitzliche Teilresultate dank
Schmitt [60], Bianchi, Segala und Voléi¢ [9], Bianchi [7] sowie Averkov und Bianchi [4]. Der
Fall d = 3 konnte bisher von Bianchi [8] nur fiir Polytope gezeigt werden, fiir allgemeinere
konvexe Mengen ist das Problem noch offen. Fiir d > 4 hat Bianchi |7] hingegen Matherons
Vermutung widerlegen kénnen.

Da das Kovariogramm in vielen Modellen der Stochastischen Geometrie eine essen-
tielle Rolle einnimmt, interessiert man sich insbesondere fiir eine Taylorentwicklung des
eindimensionalen Kovariogrammes v (- u) : R>g — Rx¢ in 0+ fiir einen Punkt u aus der
Einheitssphére S?~!. Fiir konvexe Mengen K € K2 mit 2-mal stetig differenzierbaren Rand
und strikt positiven Hauptkriimmungen konnten Bianchi, Segala und Vol¢i¢ [9] im Jahr
2002 ein drittes Taylorpolynom von g (- u) in 0+ gewinnen. Diesbeziiglich konnte Rataj
2004 in [54] eine Verallgemeinerung fiir konvexe Kérper K mit hinreichend glattem Rand
beliebiger Dimension d > 2 erreichen. Andererseits hat Galerne [21] im Jahr 2011 eine
Taylorentwicklung der Ordnung 1 in 0+ fiir Mengen mit endlichem Perimeter entdeckt.

Die Anwendungen des Kovariogrammes auf Modelle aus der Stochastischen Geome-
trie beschéftigen sich mit Gilbert Graphen, Poisson-Voronoi Approximationen, Boolschen
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Modellen und STIT Mosaike. Um einen Gilbert Graphen zu konstruieren, betrachtet man
eine Folge (x;);=1,. m von unabhéngigen und identisch verteilten Punkten in K € K,
wobei deren Anzahl M unabhingig zu (z;)jen ist und eine Poisson-Verteilung besitzt.
Wir identifizieren hierbei die Punkte x4, ...,z als Knoten und verbinden zwei verschie-
dene Knoten mit einer Kante, falls deren Abstand kleiner oder gleich einem fixen 6 > 0
ist. Der so konstruierte Graph wird Gilbert Graph genannt. Dieses Modell wurde 1959
von Gilbert [22| eingefiihrt. Zeitgleich, aber unabhéngig davon, prisentierten Erdés und
Rényi [19] ihr Modell fiir zuféllige Graphen. Eine wichtige Referenz ist das grundlegende
Werk von Penrose [52] mit den dort genannten Referenzen. Reitzner, Schulte und Thé-
le [56] interessierten sich fiir Grenzwertsitze fiir Gilbert Graphen und stellten fest, dass
das asymptotische Verhalten des Kovariogrammes in 0+ das der gemittelten Langenfunk-
tionale eines Gilbert Graphen bestimmt, falls die Intensitét der Knoten im Gilbert Graphen
erhoht wird.

Eine weitere Anwendung beschéftigt sich mit Poisson-Voronoi Approximationen. Dazu
wird ein homogener Poissonscher Punktprozess 7y in R? mit konstanter Intensitit A > 0
betrachtet und zu jedem Punkt z € 7, wird die Poisson-Voronoi Zelle v,, () mit Kern x
gebildet. Die Poisson-Voronoi Zelle v, (x) enthilt alle Elemente von R?, welche niher an x
als an allen anderen Punkten y € n, mit y # x liegen. Die Poisson-Voronoi Approximation
K,, von K € K¢ ist die Vereinigung aller Poisson-Voronoi Zellen v, (z) mit z € K. Diese
Konstruktion wurde von Khmaladze und Toronjadze [33] im Jahr 2001 zum ersten Mal
untersucht und wurde anschliefend von Einmahl und Khmaladze [18] und Penrose [53]
weiter studiert. Weiterhin haben Heveling und Reitzner [26] die ersten beiden Momente
des Volumens von K, untersucht. Sie zeigten auferdem, dass das Volumen von K,, ein
erwartungstreuer Schétzer fiir das Volumen von K ist. Dieses Resultat konnte auf Bo-
relmengen mit endlichem Volumen und endlichem Perimeter von Reitzner, Spodarev und
Zaporozhets [57] ausgedehnt werden. Uberdies verifizierte 2012 Schulte [68], dass das Vo-
lumen von K, den zentralen Grenzwertsatz erfiillt. Des Weiteren untersuchten Reitzner,
Spodarev und Zaporozhets [57] das Volumen der symmetrischen Differenz von K und K,
und fanden heraus, dass der Erwartungswert des Volumens von dem asymptotischen Ver-
halten des eindimensionalen Kovariogrammes in 0+ beeinflusst wird, falls die Intensitéit
der Punkte von 7, zunimmt.

Um ein Boolsches Modell zu definieren, wird wiederum ein homogener Poissonscher
Punktprozess 7, in R? mit konstanter Intensitéit A > 0 betrachtet. Dabei wird jeder Punkt
unabhéngig mit einem zufélligen konvexen Korper markiert. Die Vereinigung dieser zu-
falligen konvexen Korper nennt man ein Boolsches Modell Z, welches ein fundamentales
Modell in der Stochastischen Geometrie ist, siehe z.B. [70] und [63]. Miles [46] und Da-
vy [15] beschéftigten sich mit E[V;(Z N K)], j € {0,...,d}, dem Erwartungswert des
j-ten inneren Volumens von Z eingeschrinkt in einem Beobachtungsfenster K € K% Im
Allgemeinen wurden Varianzeigenschaften und zentrale Grenzwertsétze fiir geometrische
Funktionale von Hug, Last und Schulte [27] untersucht. Dabei enthélt die Varianzformel
von V4(Z N K) das eindimensionale Kovariogramm, welches das asymptotische Verhalten
dieser Varianz bestimmt, falls K wéchst.

Ein weiteres Modell aus der Stochastischen Geometrie ist das der zufélligen Mosaike,



Abbildung 1.1: Entstehung eines lokalen STIT Mosaiks in einem Rechteck.

insbesondere das der STIT Mosaike. Falls der euklidische Raum R? in abzihlbar vielen,
nicht tberlappenden konvexen Polytope geteilt wird, so dass in jedem Kompaktum nur
endlich viele dieser Polytope liegen, dann heiftt die Vereinigung der Rénder dieser Polytope
ein Mosaik auf R?. Dazu wird der Raum der lokalen Mosaike betrachtet, welche alle Mosaike
eingeschréinkt in einem konvexen Korper enthélt. Man spricht nun von einem zufélligen
(lokalen) Mosaik auf R?, wenn jede Realisierung ein (lokales) Mosaik auf R¢ charakterisiert.
Zudem beschreibt jedes zufillige (lokale) Mosaik auf R? eine zufilllige abgeschlossene Menge
in R? und jede Realisierung kann sogar als polykonvexe Menge interpretiert werden.

Die Konstruktion von STIT Mosaike lésst sich auf Mecke, Nagel und Weifs [42,43,50,51]

zuriickfithren. Zu deren Wiirdigung sprechen nicht wenige bei dieser Konstruktion auch von
der MNW-Konstruktion. Dazu wird ein translationsinvariantes Maf Az auf dem Raum der
Hyperebenen benétigt, dessen Triiger den Raum R? aufspannt. Die Konstruktion eines lo-
kalen STIT Mosaiks Yk (t) sieht dann wie folgt aus:
Wir starten zur Zeit ¢ = 0 mit einer beliebigen Menge K € K¢ und ordnen ihr eine exponen-
tialverteilte Lebenszeit mit Parameter Aq4([K]) > 0 zu, wobei [K] die Menge aller Hyperebe-
nen beschreibt, die einen nichtleeren Durchschnitt mit K besitzen. Falls diese Lebenszeit
abléuft, so wird zufillig eine Hyperebene H geméiR der Verteilung Aq([K]) "' Aq( - N[K]) be-
stimmt, die K in K™ := KNH'" und K~ := KNH" teilt. Dabei sind H und H~ die durch
H erzeugten Halbraume. Dann besitzen K und K~ voneinander unabhéngige Lebenszei-
ten, welche ebenfalls exponentialverteilt mit den Parametern Ag([K]) und Agq([K~]) sind.
Die Konstruktion wird unabhéngig in K+ und K~ rekursiv fortgesetzt, bis eine determi-
nistische Zeit ¢ > 0 erreicht wird. Abbildung 1.1 veranschaulicht die Konstruktion eines
lokalen STIT Mosaiks in einem Rechteck.

Die ersten Eigenschaften zu STIT Mosaike stammten von Nagel und Weif [51] aus dem
Jahr 2005. Einerseits berechneten sie das Kapazitatsfunktional von Y (t) fiir abgeschlos-
sene Mengen mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten, welches die Verteilung von



Yk (t) eindeutig bestimmt. Weiterhin konnten sie mit der Charakterisierung des Kapazitéts-
funktionals ein globales STIT Mosaik Y'(¢) fiir ¢ > 0 konstruieren, wobei jede Realisierung
von Y (t) ein Mosaik auf R? beschreibt. Andererseits haben Schreiber und Thile [64] un-
ter Verwendung von Martingaltheorie fiir beliebige Dimensionen die Erwartungswerte der
inneren Volumina V;(Yx(t)), 7 € {0,...,d — 1}, von Yk (¢) im isotropen Fall, d.h., falls
Ay zusétzlich rotationsinvariant ist, bestimmt. Fiir d > 3 konnten sie zusétzlich Kovari-
anzen fiir diese inneren Volumina aufstellen und einen Grenzwertsatz fiir V;(Yx(t)) mit
einer geeigneten Reskalierung gewinnen, wobei die Grenzverteilung keine Normalverteilung
charakterisierte. Diesbeziiglich untersuchten Schreiber und Théle [65] die Varianz der Ge-
samtoberfliche V,_1(Yk(t)), Gesamtkantenlinge im Fall d = 2, iiberwiegend im isotropen
Fall und konnten eine asymptotische Entwicklung dieser Varianz bestimmen. Dabei stellte
sich heraus, dass das eindimensionale Kovariogramm in der Varianzformel vorkommt und
dass die Falle d = 2 und d > 3 zu trennen sind. Weitere Grenzwertséatze erhielten Schreiber
und Thiéle 2013 in [67] fiir allgemeine translationsinvariante Make A,4. Insbesondere konn-
ten sie zeigen, dass die Gesamtkantenlange den zentralen Grenzwertsatz erfiillt. In héheren
Dimensionen haben sie hingegen eine andere Zielverteilung vorgefunden. Eine weitere Ei-
genschaft iber globale STIT Mosaike konnte Lachiéze-Rey [36] im Jahr 2011 enthiillen. Er
konnte verifizieren, dass globale STIT Mosaike die Mischungseigenschaft erfiillen und dem-
nach sogar ergodisch sind. Uberdies haben Nagel und Martinez in [37-39] die S-Mischung,
die ergodische Beschreibung und die tail-o-Algebra von STIT Mosaike untersucht.

Selbstverstéindlich kénnen zuféllige Mosaike auch auf anderen topologischen Rdumen
betrachtet und untersucht werden. Ein sehr interessantes und zurzeit aktives Thema sind
zufillige Mosaike auf der Einheitssphire S?'. Wenn die Vereinigung von endlich vielen
sphérischen konvexen Polytopen, die nur gemeinsame Randpunkte besitzen, den Raum
S {iberdecken, dann nennt man die Vereinigung der Rénder dieser Polytope ein Mosaik
auf S9!, Demnach heifit ein Mosaik auf S?! zufillig, wenn jede Realisierung ein Mosaik
auf S 1 darstellt.

Im Jahr 1971 hat Miles [45] GroRkreismosaike und Voronoi Mosaike auf S? bei einer
festen Anzahl an Teilungen von S? untersucht. Eine Verallgemeinerung auf zufillige Mo-
saike auf S¢! ist 1994 durch Arbeiter und Zihle [3] gegeben, die sich fiir verschiedene
Mittelwerte interessierten.

Momentan entstehen neue Arbeiten iiber zufillige Mosaike auf S?~1. Z.B. betrachteten
Barany, Hug, Reitzner und Schneider [6] zufillige sphérische konvexe Polytope auf der obe-
ren Halbsphére Si_l und stellten in ihren Resultaten Unterschiede zum euklidischen Fall
heraus. Konische Mosaike auf §~! haben Hug und Schneider in [28] untersucht. AuRerdem
entwickelten Deuft, Horrmann und Thile [16] eine neue Konstruktion von zufélligen Mosa-
ike auf S? basierend auf der MNW-Konstruktion von STIT Mosaike. Diese Konstruktion
und ihre Resultate werden in Kapitel 6 ausfiihrlich diskutiert.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen fiir die Resultate dieser Arbeit behandelt. Zunéchst
werden die Begriffe der Konvexgeometrie in Zusammenhang mit konvexen Korpern, der
Steiner-Formel und den inneren Volumina in R? eingefiihrt. Daraufhin werden elementare
Eigenschaften der inneren Volumina vorgestellt und die Crofton- und die Kubota-Formel
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als wesentliche und fiir diese Arbeit niitzlichen Resultate aus der Integralgeometrie notiert.
Dabei wird die Crofton-Formel unter der Verwendung des Satzes von Hadwiger bewiesen.
Zudem kann man die inneren Volumina auf dem Raum der polykonvexen Mengen in R¢
ausweiten und eine verallgemeinerte Steiner-Formel fiir polykonvexe Mengen, die fiir die
Untersuchung der Gesamtoberfliche eines lokalen STIT Mosaiks in Kapitel 3 angewendet
wird, formulieren. Anschliefend wird der Begriff einer zufilligen abgeschlossenen Menge
in R? vorgestellt, welche zu einer Charakterisierung von STIT Mosaike fiihrt. STIT Mo-
saike sind per Definition und Konstruktion zufillige abgeschlossene Mengen in R?. Eng
verbunden mit der Verteilung einer zufélligen abgeschlossenen Menge ist das Kapazitéts-
funktional, das die Verteilung eindeutig identifiziert, sieche |63, Theorem 2.1.3].

Zusétzlich werden Punktprozesse und insbesondere homogene Poissonsche Punktpro-
zesse in R? vorgestellt und die Slivnyak-Mecke-Formel fiir die Bestimmung von Erwar-
tungswerten prisentiert. Uberdies geben wir ausfiihrlich die Definition von Mosaike auf R?
wieder und leiten daraus die Definition von lokalen Mosaike in einem konvexen Korper ab.
Darauf aufbauend stellen wir die Konstruktion von lokalen STIT Mosaike in einem konve-
xen Korper K dar und listen die fiir diese Arbeit wesentlichen Charakteristika von lokalen
STIT Mosaike auf. Mithilfe einer dieser Eigenschaften kann ein globales STIT Mosaik de-
finiert werden, d.h., jede Realisierung eines globalen STIT Mosaiks beschreibt ein Mosaik
auf R?. AbschlieRend zu den Grundlagen beschiftigen wir uns mit Exponentialintegralen
und ihren Eigenschaften, die insbesondere fiir die asymptotische Entwicklung der Varianz
der Gesamtkantenldnge eines lokalen STIT Mosaiks gebraucht werden.

In Kapitel 3 gehen wir auf das Kapazitatsfunktional

Ty(C) =P(Yi()NC #0),  Cect,

eines lokalen STIT Mosaiks Yx(t) in K € K¢ ein, wobei C¢ das Mengensystem der kom-
pakten Mengen in RY kennzeichnet. Entsprechend kann das Kapazititsfunktional fiir ein
globales STIT Mosaik definiert werden. Fiir den Fall, dass C' C K zusammenhéngend ist,
kénnen wir das Kapazitdtsfunktional mithilfe von Martingaltheorie leicht berechnen. Dies
stellt einen alternativen Beweis zu [51, Lemma 3| dar. Fiir Mengen C' C K, die endlich
viele Zusammenhangskomponenten besitzen, benutzen wir eine in [51, Lemma 4] gezeigte
Formel. Da das Kapazitétsfunktional Ty, ) die Verteilung von Yi(t) eindeutig charakte-
risiert, miissen sich prinzipiell Verteilungseigenschaften mithilfe des Kapazitéitsfunktionals
ausdriicken lassen. Bisher wurde das Kapazitédtsfunktional, bis auf die aus [51| bekannten
Eigenschaften, wenig untersucht. Deshalb stellen wir folgendes Problem auf.

Problem 1.1. Kénnen wir Verteilungseigenschaften von STIT Mosaike mithilfe des Ka-
pazitdtsfunktionals nachweisen?

In dieser Arbeit werden wir zwei Eigenschaften von STIT Mosaike vorstellen, die un-
ter Verwendung des Kapazitatsfunktionals gezeigt werden konnen. Die erste Eigenschaft
bezieht sich auf die Mischungseigenschaft von globalen STIT Mosaike, die schon in [36]
mit einem anderen Zugang bewiesen wurde. Die in dieser Arbeit vorgestellte Methode zur
Verifizierung der Mischungseigenschaft stammt aus unserer Arbeit [17].
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Wir bezeichnen mit F¢ das Mengensystem der abgeschlossenen Mengen in R¢ und
versehen es mit einer geeigneten o-Algebra B(F?). Weiterhin schreiben wir T, F fiir die
Verschiebung der Menge F' € F? durch den Vektor z € Z¢. Dann erfiillt ein globales STIT
Mosaik Y'(t) die Mischungseigenschaft, falls fiir die Verteilung Py ;) von Y'(¢)

”lelg Py @) (F1 N ToFy) = Py (F1)Py ) (F2)
fiir alle Fy, Fy € B(F?) gilt. Wegen [63, Theorem 9.3.2| liisst sich die Mischungseigenschaft
auf die Eigenschaft des Kapazitatsfunktionals
||ml\}gloo(1 — Ty (C1UT:C2)) = (1 = Ty (C1))(1 = Ty 1)(C2))
reduzieren. Diese Gleichheit werden wir im zweiten Abschnitt von Kapitel 3 bestétigen.

Die zweite Anwendung des Kapazitéitsfunktionals beschéftigt sich mit der Varianzfor-
mel fiir die Gesamtoberfliche V4 (Yk(t)) eines lokalen STIT Mosaiks in K € K% im
isotropen Fall. Fiir das zweite Moment von V41 (Yx(t)) ergibt sich unter Verwendung der
verallgemeinerten Steiner-Formel

BVt (Vi) =l o [ / 1= 2(1 = Ty (BY@) N K))

e—0+ 4e2
K&BZ(0) KeBL(0

+ 1 — Ty ((B(z) U Bg(y)) N K)dzdy,

wobei B(x) die d-dimensionale Kugel in R? mit Mittelpunkt x € R? und Radius € > 0
ist. Die in Abschnitt 3.3 durchgefiihrten Rechnungen fiithren schlieflich zu

1 1 — e~ traollz—yl
Var(Vg_1(Yk(t) // ¢ ;— dzdy
[z =yl

fiir eine gewisse Konstante v, > 0. Diese Formel ist bereits aus [65, Theorem 5.1| bekannt.
Dort wurde ein Zugang mit Martingaltheorie und der Blaschke-Petkantschin-Formel aus
[63, Theorem 7.2.7] favorisiert, wobei hier ein elementarer Beweis vorgestellt wird.

Wenden wir auf die rechte Seite der letzten Gleichung sphérische Koordinaten an, so
folgt

Var(Vaa (Vi) = DU [ (a = entman)ot=s s ) i,
0 gd—1

wobei k4 das Volumen der Einheitskugel B¢ und v4_; das invariante Wahrscheinlichkeits-
maf auf S%! bezeichnen. Fiir wachsende Beobachtungsfenster K := R - K mit K € K¢
und R — oo kann man zeigen, dass

oo

—1
Var(Vara (Vi () = DGR [ ] a1 = e aam ) v s ar
0 gd-1



mit dem Kovariogramm

k() = V(KN (K& {y}), yeR,

von K gilt.

In Unterabschnitt 4.2.4 wird bewiesen, dass das asymptotische Verhalten der Varianz
Var(V,—1(Yk(t))) durch das des eindimensionalen Kovariogrammes in 0+ beeinflusst wird.
Also liegt es nahe, Taylorentwicklungen des eindimensionalen Kovariogrammes in 0+ zu be-
stimmen. In [9] konnte bereits fiir konvexe Korper mit 2-mal stetig differenzierbaren Rand
und mit strikt positiven Hauptkriimmungen das dritte Taylorpolynom des eindimensiona-
len Kovariogrammes in 0+ fiir den Fall d = 2 entwickelt werden. Unter der Voraussetzung,
dass der Rand zusétzlich 3-mal stetig differenzierbar ist, konnte diese Aussage auf hohere
Dimensionen in 54| verallgemeinert werden. Im Folgenden bezeichnet K* die Klasse aller
konvexen Korper mit k-mal stetig differenzierbaren Réndern und strikt positiven Haupt-
kriimmungen.

Wir untersuchen zunichst in Abschnitt 4.1 das Kovariogramm der Einheitskugel B¢
und erhalten in diesem Fall die Taylorreihe fiir das eindimensionale Kovariogramm von B¢
in 0+. Da die Einheitskugel einen glatten, d.h. unendlich oft stetig differenzierbaren, Rand
mit strikt positiven Hauptkrimmungen besitzt, kann folgende Frage gestellt werden.

Problem 1.2. Kann eine Taylorentwicklung der Ordnung k > 3 fiir das eindimensionale
Kovariogramm von K in 04 angegeben werden, wenn K € le“Ir qgilt?

In der Tat kann diese Frage bejaht werden. Wir zeigen, dass fiir alle K € le€F mit k > 3
und fiir alle u € S Konstanten aq(u), £ € {3,...,k} ungerade, existieren, so dass die
Taylorentwicklung der Ordnung & von g (- ) in 04 durch

k
Vi (ru) = Va(K) = Vo (K|u)r + Z age(u)rt + O(r* ), r— 0+,
=3
£ ungerade

gegeben ist. Dabei beschreibt K|u't die orthogonale Projektion von K auf ut und O(r**1)
eine Funktion ¢ : R — R mit lim sup f,f?l € R fiir alle k£ € N, die unabhéngig von x und
r—0+

u ist. Fir die in den Unterabschnitten 4.2.1 und 4.2.2 betrachteten Anwendungen aus der
Stochastischen Geometrie bendtigt man eine asymptotische Entwicklung der isotropierten
Mengen-Kovarianzfunktion

() = / (e dvga (), 20,
Sd*l

in 0+. Nach Abschnitt 4.1 gilt fiir alle K € K mit & >3

k
Tilr) = VaK) = LS (K)r - 30 dan(K)r' + OG0,
=3

¢ ungerade



fir gewisse Konstanten a4 0(K), ¢ € {3,...,k} ungerade, wobei S(K) die Oberflache von
K bzw. den Umfang von K in d = 2 charakterisiert.

In Unterabschnitt 4.2.1 kénnen wir im Modell der Gilbert Graphen unter Verwendung
der asymptotischen Entwicklung der isotropierten Mengen-Kovarianzfunktion 7, einen
asymptotisch erwartungstreuen Schétzer fiir die Oberfliche S(K) fiir alle K € K2 gewin-
nen. Dabei kann zusétzlich die Konvergenzrate fiir die asymptotische Erwartungstreue des
Schitzers abgelesen werden. Uberdies kann in Unterabschnitt 4.2.2 in Bezug auf Poisson-
Voronoi Approximationen ebenfalls mithilfe der asymptotischen Entwicklung von 7, ein
asymptotisch erwartungstreuer Schétzer fiir S(K) fiir alle K € K3 mit einer Konvergenz-
rate angegeben werden.

Eine weitere Anwendung, in der die asymptotische Entwicklung des eindimensionalen
Kovariogrammes vorkommt, ist das Boolsche Modell in Unterabschnitt 4.2.3. Um insbe-
sondere eine asymptotische Entwicklung der Varianzformel des Volumens eines Boolschen
Modells eingeschrinkt auf einem wachsenden Beobachtungsfenster K & lCﬁ, k > 3, zu
klassifizieren, wird eine Taylorentwicklung des eindimensionalen Kovariogrammes in 0+
benotigt.

Abschliefsfend kommen wir auf das oben beschriebene Beispiel der Varianzformel der
Gesamtoberfliche eines lokalen STIT Mosaiks in einem wachsenden Beobachtungsfenster
K e lCﬁ, k > 3, zuriick. In Unterabschnitt 4.2.4 sehen wir, dass wir fiir den Fall d = 2 nur
den fithrenden Ordnungsterm dieser Varianzformel bestimmen kénnen. Im Gegensatz zu
den anderen Anwendungen des Kovariogrammes fithren hier héhere Taylorpolynome des
eindimensionalen Kovariogrammes in 0+ nicht zu weiteren Ordnungstermen. Das asymp-
totische Verhalten von Var(Vy(Yi(t))) ist fiir alle K € K%, k > 3, und ¢ > 0 durch

Var(Vi (Y, (t))) = 7 Vo (K)R*In (R) + O(R?*), R — o0,

gegeben. Allerdings bekommen wir fiir K € K¢ mit V4(K) > 0 und d > 3 die asymptotische
Entwicklung
Var(Va_1(Yig(t))) = é(K)R* Y R — oo,

mit einer gewissen Konstanten ¢4(K) > 0. Beide fithrenden Ordnungsterme wurden schon
in [65] mit anderen Techniken gezeigt.

Aufbauend auf Unterabschnitt 4.2.4 untersuchen wir hauptséichlich in Kapitel 5 die
asymptotische Entwicklung der Varianz der Gesamtkantenlinge Var(V,(Yx,(t))) fir K €
K? mit V,(K) > 0. Mittels der in Abschnitt 5.1 bewiesenen Momentenformel und der
Exponentialintegrale aus Abschnitt 2.5 ldsst sich zeigen, dass das asymptotische Verhalten
von Var(Vy(Yg,(t))) fiir ¢ > 0 durch

Var(Vy(Yi, (1)) = 7 Vo (K)R*In (R) + ¢(K)R? + O(R), R — o0,

mit einer gewissen Konstanten ¢(K') gegeben ist. Diesbeziiglich berechnen wir ¢(K) fiir
konkrete konvexe Korper in Form von Kreisen, Ellipsen und Rechtecken.

Im letzten Kapitel stellen wir die Konstruktion von MNW-Mosaike auf S? vor, fiir die
wir die MNW-Konstruktion von STIT Mosaike verwenden méochten.
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Abbildung 1.2: Entstehung eines MNW-Mosaiks auf S2.

Problem 1.3. Welche Vorbereitungen missen wir fir die Konstruktion von zufdlligen
Mosaike auf S? treffen und wie definieren wir geeignet ein zufilliges Mosaik auf S* mithilfe
der sogenannten MNW-Konstruktion?

Zuerst miissen grundlegende Begriffe des sphéarischen Raumes definiert und bestimmte
Eigenschaften vorgestellt werden. Dafiir iibertragen wir in Abschnitt 6.1 die Begriffe der
Polygone und der konvexen Koérper aus dem euklidischen Raum auf S? und fiihren die
inneren Volumina fiir konvexe Korper auf S? ein. Grundlegende Eigenschaften der inne-
ren Volumina werden ebenso in Abschnitt 6.1 présentiert und sind fiir die untersuchten
Mittelwerte von MNW-Mosaike auf S? in Abschnitt 6.4 von Bedeutung. Die Definition
eines Mosaiks auf S? sieht folgendermafen aus. Wenn die Vereinigung von endlich vielen
sphirischen konvexen Polygonen, die nur gemeinsame Randpunkte besitzen, den Raum S?
iiberdecken, dann nennt man die Vereinigung der Rénder dieser Polygone ein Mosaik auf
S?% und die Menge dieser Polygone die assoziierte Zellenmenge des Mosaiks. Dabei bezeich-
nen wir die Elemente der assoziierten Zellenmenge als Zellen des Mosaiks. Es liegt dann
ein zufilliges Mosaik auf S? vor, wenn jede Realisierung ein Mosaik auf S? darstellt.

Fiir die Konstruktion der MNW-Mosaike auf S? miissen wir beachten, dass die assozi-
ierte Zellenmenge jeder Realisierung eines zufélligen Mosaiks selbstversténdlich die Euler-
Poincaré-Charakteristik erfiillt. Dazu miissen wir die entsprechenden Begriffe der Knoten,
Kanten, I-Segmente und Zellen von STIT Mosaike fiir MNW-Mosaike auf S? formulieren.
Des Weiteren bendtigen wir den Aquator A := {(z,y,2) € 8% : z = 0}, der eine wesent-
liche Rolle bei der Konstruktion von MNW-Mosaike auf S? einnimmt. Die Konstruktion
eines MNW-Mosaiks ldsst sich wie folgt beschreiben:

Wir starten zur Zeit ¢ = 0 mit dem Mosaik A und ordnen der oberen Halbsphére Si und
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der unteren Halbsphire S2, die durch den Aquator A voneinander getrennt werden, un-
abhangig voneinander exponentialverteilte Lebenszeiten L, und L_ mit den Parametern
71([8%]) = 71([S2]) = 1 zu. Dabei definiert 7; das eindeutig bestimmte, rotationsinvariante
Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Raum der Grofkreise auf S%, und [B] bezeichnet fiir alle
Borelmengen B von 8% die Menge aller GroRkreise auf S2, die einen nichtleeren Durch-
schnitt mit B besitzen. Ohne Einschrankung sei L, < L_. Falls nun die Lebenszeit L.
abgelaufen ist, so wird geméf der (bedingten) Verteilung

(- N[S))
71([S3])

ein GroRkreis S zufillig ausgewéhlt, welcher 8% in zwei Zellen S NS und S NS~ trennt.
Dabei sind S™ und S~ die durch S eindeutig charakterisierten Halbsphéiren. Dann haben
Si NS* und 82 NS~ ebenfalls unabhéngig voneinander exponentialverteilte Lebenszeiten
mit den Parametern 71 ([S?NST]) = 1 und 71 ([S3NS~]) = 1. Die Konstruktion wird in jeder
Zelle rekursiv fortgefiihrt, bis eine deterministische Zeit t erreicht wird. Die Vereinigung
der Rénder der Zellen, einschlieklich des Aquators, nennen wir dann ein MNW-Mosaik auf
S? mit Parameter ¢. Die Entstehung eines MN'W-Mosaiks auf S? wird durch Abbildung 1.2
veranschaulicht. Eine Anwendung von MN'W-Mosaike auf S? konnte sein, Krakelee-Effekte,
d.h. feine Risse, auf Kugeloberflichen zu modellieren.

Im Wesentlichen untersuchen wir in Abschnitt 6.4 klassische Mittelwerte, wie z.B. die
erwartete Anzahl an Zellen, Kanten und I-Segmenten eines MNW-Mosaiks auf S2. Wei-
terhin interessieren wir uns fiir die sphérische Gesamtkantenldnge sowie fiir die sphéri-
sche Gesamtlinge der [-Segmente. Aufserdem berechnen wir bspw., aus wie vielen Kanten
der Rand der typischen Zelle besteht. Abschliefsend werden in Abschnitt 6.5 Poissonsche
Grofkreismosaike auf S? vorgestellt. Dort kénnen wir ebenfalls die klassischen Mittelwerte
bestimmen und somit einen Vergleich zu den MNW-Mosaike auf S? herstellen.

n(-|[S3]) = =n(- NS =n
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Kapitel 2

Grundlagen

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen mit N = {1,2,3,...}, die der ganzen
Zahlen mit Z und die der reellen Zahlen mit R. Fiir d € N wird der d-dimensionale reelle
Koordinatenraum mit R? gekennzeichnet. Analog definieren wir N¢ und Z¢. Wir schreiben
OA fiir den Rand und int A fiir das Innere einer beschrinkten Menge A C R?. Weiterhin
bezeichnen wir den euklidischen Abstand zwischen zwei Punkten x,y € R? mit

d(z,y) = llz =y,

wobei || -|| die euklidische Norm in R¢ beschreibt. Wir versehen R? mit der Borel-o-Algebra
B(R%). Dazu bezeichnen wir mit ¢4 das d-dimensionale Lebesgue-Maf in R? und mit 14
die Indikatorfunktion von A C R%.

Zudem schreiben wir Bé(x) fiir die Kugel in R? mit Mittelpunkt z € R? und Radius
R > 0. Zusitzlich definiert dabei x4 das Volumen von B{ := B¢(0) mit 0 € R als den
Nullvektor in R? und erfiillt unter Verwendung der Gammafunktion

o

['(z):= /e_yyz_1 dy, z >0,
0

die Gleichung

3
[S}%

Rqg = (21)

L¢+1)

siehe [62, Abschnitt 1.2]. Wir setzen zusétzlich kg = 1.

Mit S ! bezeichnen wir stets die Einheitssphére in R? und statten S¢~! mit ihrer Borel-
o-Algebra B(S971) aus. AuRerdem beschreibt o, 1 das (d — 1)-dimensionale sphirische
Lebesgue-Maf auf S mit

04-1(A) =dly({sa : s €[0,1],a € A}), A€ B(STY), (2.2)

und vg_1(+) = (dkq)"og_1(+) das normierte sphirische Lebesgue-Maf auf S%-1.
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2.1 Integral- und Konvexgeometrie

Eine konvexe und kompakte Menge K C R? wird konvexer Korper genannt. Das Mengen-
system aller konvexen Kérper bezeichnen wir im Folgenden mit K¢ und das Mengensystem
aller konvexen Korper mit positivem Volumen mit K4. Wir nennen jede Hyperebene, die
einen Punkt z € 0K von K € K¢ trennt, Stiitzhyperebene an K in z. Zudem heift eine
endliche Vereinigung von konvexen Korpern polykonvex und das Mengensystem aller po-
lykonvexen Mengen wird mit R¢ bezeichnet. Des Weiteren steht C? fiir das Mengensystem
der kompakten Mengen in R%. Dazu definieren wir den Hausdorff-Abstand

N oL . .
0(C, ¢") = max{max min d(z, y), maxmind(z, y)} (2.3)
fir alle C,C" € C*\ {0} und setzen 6(C,0) = 6(0,C) = oc fiir alle C € C*\ {0} und
5(0,0) = 0. Dies definiert die Hausdorff-Metrik auf C?. Eine dquivalente Darstellung zu
(2.3) ist durch

5(C,C"y =inf{e >0 : C c C'"® B%0), ¢’ c C & B*0)} (2.4)
fiir alle C,C" € C*\ {0} gegeben, wobei
A®B:={a+b:ac A bec B}, A, B C RY,

die Minkowski-Summe von A und B beschreibt, vgl. dazu auch [63, Section 12.3|. Zusétzlich
statten wir K mit der auf K¢ eingeschrinkten Hausdorff-Metrik § aus.

Im Anschluss werden wir die inneren Volumina in R? einfiihren. Dabei wird das Volumen
einer Menge K € K, fiir welches wir V4(K) schreiben, gerade das d-te innere Volumen
von K charakterisieren. Alle inneren Volumina lassen sich aus der Steiner-Formel gewinnen.
Dafiir miissen wir fiir € > 0 das Volumen des Parallelkérpers K & B%(0) untersuchen.

Satz 2.1 (Steiner-Formel, [62, Satz 2.2.1]). Fiir K € K% und e > 0 gilt
d
Va(K @ BH0)) =Y "4 V,(K)
=0

mit Koeffizienten V;(K), die nur von K abhdingen. O

Die Steiner-Formel impliziert insbesondere, dass V4(K @ B%(0)) fiir jedes K € K¢ ein
Polynom in ¢ ist. Den aus dieser Formel hervorgehenden Koeffizienten V;(K) nennt man
fir j € {0,1,...,d} das j-te innere Volumen von K. Dabei ist V4(K) gerade das Volumen
von K. Wir schreiben iiberdies ¢ — 0+ fiir den rechtsseitigen Grenzwert von e gegen 0.
Wegen

2V, (K) = Tim = (Va(K ® BA(0)) ~ Va(K))
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kann man 2Vq_i(K) fir K € K¢ als die Oberfliche S(K) von K interpretieren, siche
hierzu auch [62, Kapitel 2]|. Ebenfalls kann man zeigen, dass V;(K) bis auf einen Faktor
die mittlere Breite von K beschreibt, d.h., es gilt

dlid

Vi(K) = 5 b(K),

siehe |62, Abschnitt 4.2|. Hierbei ist die mittlere Breite b(K) als Mittelwert der Absténde
je zweier, paralleler Stiitzhyperebenen an K zu verstehen. Aufserdem erhélt man wegen der
Eigenschaft Vy(a K) = a?V4(K) fiir K € K% und o > 0 und der Stetigkeit von V, bzgl.
der Hausdorff-Metrik

lim £ 4 Vy4(K @ BY0)) = lim V4(e K @ BY) = k.

£—00 E—0OQ

Andererseits liefert die Steiner-Formel

E—OO

d
lim e V(K @ BX(0)) = lim Y e 7kq_; V;(K) = qa Vo(K)
E—0OO
j=0

fiir alle K € K%\ {0}. Daraus ergibt sich V(K) = 1 und nach Definition V() = 0. Damit
ist Vo(K) gerade die Euler-Charakteristik fiir alle K € K¢.

Korollar 2.2. Das innere Volumen V;(B{) ist fir alle j € {0,1,...,d} durch

() ra

V;(Bf) = .
—J

gegeben.

Beweis. Einerseits ergibt sich fiir ¢ > 0

V(B @ BY0)) = (1+¢)%kyg = Z <;i) eIk,

j=

Andererseits besagt die Steiner-Formel aus Satz 2.1, dass
d
V(B @ BX0)) =Y " rq; V,;(BY)
j=0

gilt. Ein Koeffizientenvergleich ergibt die Behauptung. 0l

Als Nichstes mochten wir die Funktionale V; : K? — R genauer beschreiben und
wichtige Figenschaften vorstellen. Dazu miissen wir zunéchst einige Begriffe erklédren. Dabei
kennzeichnet G; die Menge der euklidischen Bewegungen in RY, wobei eine euklidische
Bewegung entweder durch eine Spiegelung, Rotation oder Translation charakterisiert ist.
Zudem schreiben wir SO, fiir die Menge aller Rotationen in RY.
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Definition 2.3 ( [62, Abschnitt 2.2|). Ein Funktional ¢ : K* — R heifit additiv, falls
©(0) = 0 und fiir alle K,L € K mit KU L € K¢

P(KUL)=¢(K)+¢(L)—p(KNL)

gilt.

@ ist bewegungsinvariant, wenn p(gK) = @(K) fir alle euklidischen Bewegungen g €
Gqund K € K¢ gilt, und homogen vom Grad j, j € NU{0}, falls p(a K) = o @(K) fiir alle
a>0und K € K2 gilt. Zusditzlich nennen wir ¢ monoton, falls aus K C L stets p(K) <
(L) fiir alle K, L € K? folgt. Des Weiteren heifit o stetig bzgl. der Hausdorff-Metrik auf
K4, falls die Konvergenz von §(K,, K) — 0 fiir n — oo die von |¢o(K,) — o(K)| — 0 fiir
alle (K,)nen C K% und K € K impliziert.

Satz 2.4 ( [62, Satz 2.2.2|). Das innere Volumen V; ist fir alle j € {0,1,...,d} additiv,
bewegungsinvariant, homogen vom Grad j, monoton und stetig bzgl. der Hausdorff-Metrik
auf K. 0

Insbesondere bilden die inneren Volumina eine Basis des R-Vektorraums der additiven,
bewegungsinvarianten und bzgl. der Hausdorff-Metrik stetigen Funktionale ¢ : K¢ — R.

Satz 2.5 (Satz von Hadwiger, |23, Satz IV+V in Abschnitt 6.1.10]). Falls ¢ : K¢ — R ein
additives, bewegqungsinvariantes und bzgl. der Hausdorff-Metrik auf K? stetiges Funktional
ist, dann existieren Konstanten «y,...,aq € R mit

j=0

Falls @ nicht zwangsliufig stetig bzgl. der Hausdorff-Metrik auf K¢, aber monoton ist, dann
gilt sogar ayg, ..., aq > 0. 0

Ab sofort bezeichnen wir mit H¢ den Raum der Hyperebenen in R¢, den wir mit der
Borel-o-Algebra B(H?) versehen. Dazu definiert H¢ den Raum der linearen Hyperebenen
mit der Spur-o-Algebra B(H{) von B(H?) iiber H{ und

Np() = / / Wiy eye ALy () Al ) (2.5)

MG Hy

das einzige Gg-invariante MaR auf (H? B(H?)), d.h., es gilt A%°(gH) = Ai°(H) fiir al-
le g € Gy und fiir alle H € B(HY), siehe [62, Satz 1.3.4]. Dabei ist Hy das orthogonale
Komplement von Hy € Hg, ¢ Hy das Lebesgue-Maf auf Hy- und 94 das eindeutige rotations-
invariante (SOg-invariante) WahrscheinlichkeitsmaR auf (Hg, B(H3)), siehe [62, Abschnitt
1.3]. Eine Anwendung des Satzes von Hadwiger fiihrt uns zur Crofton-Formel auf K.
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Korollar 2.6 (Crofton-Formel fiir konvexe Kérper). Fiir K € K¢ und j € {0,...,d — 1}
gilt

/Vj(K NH)dAF(H) = va; V1 (K)
Hd

(dgl) Kd—1Kj+1
Vdj = d

(j+1) Kak;
Beweis. Wir definieren das Funktional ¢; : K¢ — R mit

i) = [V, 0 H) Ange().
24d

Aufgrund der Additivitét von V; und der Linearitéit des Integrals ergibt sich die Additivitét
von V;. Da V; und A%° bewegungsinvariant sind, erbt ¢; auch diese Eigenschaft. Weiterhin
liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz, verkniipft mit der Stetigkeit von V;,
ebenso die Stetigkeit von ¢;. Damit existieren nach dem Satz von Hadwiger Konstanten
g, .-, g € R mit

d
wj = Z ap Vi .
k=0

Als Néchstes zeigen wir, dass ¢; homogen vom Grad j + 1 ist. Fiir alle o > 0 gilt mit der
Homogenitéit von V;

pi(aK) = /Vj(aKﬂH) dAS°(H) = aj/Vj(Kﬂole) dAZ°(H).

He He

Ebenfalls erhilt man fiir alle & > 0 und H € B(H9)

AZSO(QH)://H{HO@{x}EaH} (MHOL(ZE) dwd(H0>://]l{a1(H0@{z})e7-t} CwHOL(ZII) dwd(HO)

Hy Hy MG Hy
= Oé/ / Lot mpeayeny Ay (2) da(Ho) = a7 (H).
My Hy

Damit ist ¢; homogen vom Grad j 4 1 und es gilt ¢; = a; 1 V1. Des Weiteren erhalten
wir mit Korollar 2.2

i (BY) = aj1 Vi (BY) = aj
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Andererseits ergibt die obige Definition von ¢; auch

oi(B) = [ Vi(BE 0 ) nip ()
’Hd
= [ [VitBin o o (o)) dty @) dvatto)

MG Hy

Unter der Bedingung, dass B¢ N (Hy @ {z}) eine (d — 1)-dimensionale Kugel mit Radius
1 — ||z||? fiir ||z]] < 1 ist und V; bewegungsinvariant ist, lasst sich Letzteres mit
der Homogenitat von V; und dem Prinzip von Cavalieri vereinfachen zu

1 1

ei(BY = [V, (B0) do = Vi(BI) [ (1= Jal)* s
-1 -1
d—1 L _ d—1 d—1 ,
B ( : )Iid_l / (1 - Ha:||2)% de = 7( J )Kd_l Vj+1(B{+1) = —( ] )Kd_mﬁl.
Kd—1—j Rd—1—jRj Rd—1—jK;j

-1

Setzt man nun beide charakterisierenden Gleichungen von ;(B¢) gleich und 16st diese
Gleichung nach a4, auf, so liefert dies die Behauptung. O]

Eine weitere wichtige Integralformel wird durch die Kubota-Formel wiedergegeben. Da-
bei ist K|ut die orthogonale Projektion von K € K% auf den zu u € 8% ! orthogonalen

Unterraum u=".

Lemma 2.7 (Kubota-Formel, |63, Theorem 6.2.2|). Es gilt

S(K) = 2 / Vo (Klut) dva_y(u)

Rd—1

Sd—l
ir alle K € K<, O
fi

Des Weiteren kénnen wir die inneren Volumina auf das Mengensystem der polykonvexen

Mengen R? erweitern. Fiir eine polykonvexe Menge K = |J K; mit K; € K¢ und m € N

i=1
ist V;(K), j €40,...,d} gegeben durch
Vi(K) = > (=)™ TV (K,). (2.6)
veT(m)
Dabei beschreibt T'(m) die Familie aller nichtleeren Teilmengen von {1,...,m}, cardv ist

die Anzahl der Elemente von v € T'(m) und fiir v = {j1, ..., je} ist

Kv Z:Kjlﬂ...ﬂKN
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gesetzt. Diese Fortsetzung der inneren Volumina auf der Menge der polykonvexen Menge ist
eindeutig, siehe [62, Korollar 2.4.3]. Auferdem ist die so definierte Abbildung V; : R — R
fir alle j € {0,...,d} weiterhin additiv, homogen vom Grad j und bewegungsinvariant,
jedoch nicht stetig und nicht monoton, vgl. 62, Abschnitt 2.4|. Offensichtlich kann Korollar
2.6 mithilfe der Definition aus (2.6) fiir polykonvexe Mengen verallgemeinert werden.

Lemma 2.8 (Crofton-Formel). Fiir K € R% und j € {0,...,d — 1} ergibt sich

Vo A AN H) = 30,V ()
'Hd

(d}l) Rd-1Kj+1
(jj—l) Kak;

Weiterhin liefert [62, Abschnitt 2.4] ebenfalls eine verallgemeinerte Steiner-Formel fiir
polykonvexe Mengen.

Vdj =

Lemma 2.9. Es gilt fir alle K € R* und ¢ > 0

V(K & BX0)) = > e kq_; Vi(K).

2.2 Zufallige abgeschlossene Mengen

Wir schreiben F¢ fiir das Mengensystem aller abgeschlossenen Mengen in R? und definieren
fiir alle A C R? die Menge

Fil={FcF': FNA#0}.
Dabei versehen wir F? mit der von
{F&d . Cech

erzeugten Borel-o-Algebra B(F?), siche [63, Lemma 2.1.1] einschlieflich der nachfolgenden
Bemerkung. Damit kénnen wir nun den Begriff der zufélligen abgeschlossenen Menge in
R¢ vorstellen, welcher wesentlich fiir die Definition von STIT Mosaike ist.

Definition 2.10. Sei (Q,.A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen Z : Q — F¢
eine zuféllige abgeschlossene Menge in R?, falls Z eine (A — B(F?))-messbare Abbildung
iwst. Thre Verteilung Pz ist das Bildmaf§ von P unter Z.

Weiterhin bezeichnen wir mit

Tz(C) :=Pz(F&)=P(ZNnC #0), Cec,

das Kapazititsfunktional von Z.
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Satz 2.11 ( [63, Theorem 2.1.3|). Die Verteilung einer zufilligen abgeschlossenen Menge
Z ist eindeutig durch ihr Kapazitdtsfunktional bestimmi. ]

Wir schreiben X 2 Y fiir Zufallsvariablen X und Y auf einem beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, A, P), falls X und Y die gleiche Verteilung besitzen.

Definition 2.12. FEine zufillige abgeschlossene Menge Z heifst stationdr, falls ZH{z} 2z
fiir alle z € RY gilt. Man nennt Z isotrop, falls 92 2z fiir alle ¥ € SO, ist.

Das Kapazitatsfunktional T’z einer zufélligen abgeschlossenen Menge kann klassifizieren,
ob Z stationdr bzw. isotrop ist.

Korollar 2.13. Eine zufdllige abgeschlossene Menge Z ist genau dann stationdr, wenn
ihr Kapazitatsfunktional Tz translationsinvariant ist, d.h., Tz(C @ {z}) = T=(C) fir alle
C € C und fiir alle z € R%. Sie ist genau dann isotrop, wenn Tz rotationsinvariant ist,

d.h., Tz(9 C) = Tz(C) fiir alle C € C* und fiir alle ¥ € SOy.
Beweis. Wir erhalten fiir alle C' € C? und 2z € R?
Tze1(C) =P(Z&{c}) NC#0) =P(ZN(Ca{-2}) #0) = T=(C & {-2})
und fiir alle C' € C% und ¥ € SO,
Tyz(C)=PWZNC#0) =P(ZNI'C #0) =T=(9'C).

Mit Satz 2.11 folgt die Behauptung. 0]

2.3 Punktprozesse

Wir bezeichnen mit M die Menge aller Borelmafe n auf R, welche lokal endlich sind, d.h.,
n(C) < oo fiir alle C € C% Wir statten M mit der o-Algebra M aus, welche durch die
Abbildungen ¢4 : M — RU{oo}, n — n(A), mit A € B(R?) generiert wird. Eine besondere
Teilmenge von M ist die Menge N der abzihlbaren Mafe auf R?. Dabei nennen wir ein
n € M abzihlbar, falls n(A4) € NU {0, 0o} fiir alle A € B(R?) gilt. Fiir die Spur-o-Algebra
von M iiber N schreiben wir A/. Weiterhin nennen wir n € N einfach, falls n({z}) € {0,1}
fiir alle z € RY gilt. Die Menge aller einfachen Mafe bezeichnen wir mit N,.

Definition 2.14. Es sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir nennen n : Q —
M ein zufilliges Mafs auf R, falls n eine (A — M)-messbare Abbildung definiert. Die
dazugehdrige Verteilung ist dann durch das Bildmaf$ von P unter n gegeben.

Das IntensititsmafS eines zufilligen Mafes auf R? ist das Maf © auf (RY, B(R?)) mit

O(A) :=E[n(A)],  Ae BRY.

Ein zufilliges MafS n, welches fast sicher N-wertig ist, wird auch Punktprozess genannt.
Falls sogar n € N, fast sicher gilt, dann heifit n einfach.
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Satz 2.15 (Formel von Campbell, |63, Theorem 3.1.2]). Es sei n ein zufdlliges Maf auf
R? mit Intensititsmaf © und f : R? — R eine nichtnegative, messbare Funktion. Dann ist

[ f dn messbar und es gilt
E[/fdn} :/fd@.
R4 R4

B[S )] = [ 14,

xren

Insbesondere ergibt sich

falls m einfach ist. ]

Essentiell fiir diese Arbeit ist der Begriff des homogenen Poissonschen Punktprozesses
in R?, der vor allem in Kapitel 4 eine wichtige Rolle einnimmt.

Definition 2.16. Ein Poissonscher Punktprozess n in RY mit Intensititsmafl © ist ein
einfacher Punktprozess m, falls © atomfrei ist, fiir alle A € B(RY) mit ©(A) < oo die
Zufallsvariable n(A) eine Poisson-Verteilung mit Parameter ©(A) besitzt und fir disjunkte
Mengen Ay, ..., A, € B(R?), n € N, die Zufallsvariablen n(A;), ... ,n(A,) stets unabhingig
sind.

Wir nennen einen Poissonschen Punktprozess n in RY mit Intensititsmafl © homogen,
falls © = X - £, fiir ein A > 0 gilt.

Im Folgenden nennen wir einen Punktprozess 7, der die Definition 2.16 erfiillt, einen
homogenen Poissonschen Punktprozess in R¢ mit konstanter Intensitit A > 0. Zudem
bezeichnen wir mit &, das Dirac-Maf im Punkt z € R? und mit nz, m € N, die Menge
aller m-Tupel von Punkten aus n™, deren Komponenten alle verschieden sind.

Satz 2.17 (Slivnyak-Mecke-Formel, [63, Corollary 3.2.3|). Es sei n ein homogener Pois-
sonscher Punktprozess in R? mit konstanter Intensitit A > 0. Dann ist

E[ Z f(n,xl,...,:z:m)]

(-1717~~~717m)677$

_/.../E[f(n+ 2590]-,3517 e T)] dO(21) - - - dO ()
d Rd J=1
fiir alle nichtnegativen und messbaren Funktionen f : N x(R?)™ — R mit m € N. [

2.4 STIT Mosaike

Eine Menge P C R? heift polyedrisch, falls P ein Durchschnitt von endlich vielen abge-
schlossenen Halbraumen ist. Ist eine polyedrische Menge P beschrankt, dann nennen wir
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P ein (konvexes) Polytop. Mit P? bezeichnen wir das Mengensystem aller Polytope und
mit P¢ das Mengensystem aller Polytope P mit int P # ). Als Nichstes mdchten wir den
Begriff eines Mosaiks auf R¢ vorstellen.

Definition 2.18. Es sei T' eine abzihlbare Teilmenge von P¢, die die folgenden Eigen-
schaften erfillt:

(a) T ist lokal endlich, d.h., jedes Kompaktum in R? hat einen nichtleeren Durchschnitt
mit endlich vielen Elementen aus T.

(b) Es gilt intcNintd =0 fir alle ¢, € T mit ¢ # ¢

(¢) Die Elemente von T iberdecken den Raum R%, d.h.,

UCZRd.

CET

Dann definiert
T:=|]JoceF

ceT

ein Mosaik auf RY. Zudem heifit T die assoziierte Zellenmenge zu T

Den Raum aller Mosaike auf R? bezeichnen wir mit 7% und versehen ihn mit der Spur-o-
Algebra B(T*) von B(F?) iiber T%. Fiirein T € 7% und ein K € K nennen wir Ty := TNK
ein lokales Mosaik in K und Ty := TNK := {cNK : ce T } die assoziierte Zellenmenge zu
Tk, deren Elemente wir als Zellen bezeichnen. Den Raum aller lokalen Mosaike in K € K¢
identifizieren wir mit 7,¢ und statten ihn mit der Spur-o-Algebra B(T2) von B(F?) iiber
T2 aus. Fiir einen zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4, P) ist ein zufilliges
Mosaik auf K € K% eine (A — B(TZ))-messbare Abbildung von € nach T2.

Im Gegensatz zum Gg-invarianten Maf auf (H9, B(H?)) in (2.5) betrachten wir im
Folgenden mit

M) = [ [ Wiotmes ey () a8 2.7)
HG Hy

nur noch ein translationsinvariantes MaR auf (H?, B(H?)). Dabei ist A ein Wahrscheinlich-
keitsmafl auf Hg mit der Eigenschaft, dass Hyperebenen Hj, ..., Hy € HZ mit linear unab-
héingigen Normalenvektoren existieren, so dass {Hy, ..., Hy} C supp AY gilt. Mit supp AY
bezeichnen wir den Triger von AY. Zudem definieren wir fiir B € B(R?) die Menge

[B] :={H ¢ H* : BN H # (}.

Lemma 2.19. Die Funktion Ay([-]) auf B(R?) ist homogen vom Grad 1.
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Beweis. Fiir das isotrope Mak A; = A%° haben wir diese Aussage schon im Beweis von
Korollar 2.6 nachgerechnet. Allgemein erhalten wir

Ad([aBD_//]]-{HO@{I}GaB} dlps () AAG(Ho)

MG Hy
= / / Ljo-1Hye{a-12}eB) (MHOL (x) dAg(Ho)
MG Hy
—a [ [ Vinermren dty () A0S(Ho) = ada([B)
MG Hoo
fiir alle o > 0 und B € B(R?). O

Fir T € 7¢, K € K% mit ¢ € T und H € [¢] ist das Mosaik @, g (T) € T durch
Oeu(T) =T U(cNH)

gegeben. Mit anderen Worten ist ©. g (7") das Mosaik, das aus 7" entsteht, wenn die Zelle ¢
durch die Hyperebene H in zwei Zellen geteilt wird. Fiir die Definition eines lokalen STIT
Mosaiks benotigen wir die Theorie der Markoff-Prozesse, auf die wir nicht weiter eingehen
mochten. Daher verweisen wir lediglich auf [31, Chapter 8|. Die folgende Definition beruht
auf der Beschreibung aus [66].

Definition 2.20. Es sei K € K% mit Ay([K]) > 0 gegeben. Dann wird ein lokales STIT
Mosaik in K mit der Initialisierung Y (0) :== 0 und Yx(0) := K durch den zeitstetigen
Markoff-Prozess (Y (t))i>0 auf T charakterisiert, dessen infinitesimaler Generator 1L fiir
beschrinkte und messbare Funktionen F : T¢ — R durch

LF(1):= Y [ [Pleen(D) - P dA(H),  TET. (23)
ceT [
gegeben ist.
Bemerkung 2.21. Der infinitesimale Generator aus der Definition 2.20 kann auch als
LET) = [ S [F(TUf) - FD)dAa(H), T e TR, (2.9
(k] fETNH

fiir alle beschrankten und messbaren Funktionen F' : T2 — R geschrieben werden, wobei
analog zu oben TN H :={cNH : c € T} gilt. Wir werden im Folgenden sowohl diese als
auch die Darstellung aus (2.8) fiir den infinitesimalen Generator verwenden.
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Abbildung 2.1: Realisierung eines lokalen STIT Mosaiks in einem Rechteck.

Entsprechend der Definition 2.20 kann die Konstruktion eines lokalen STIT Mosaiks in
(einem Beobachtungsfenster) K € K¢ mit Ay([K]) > 0 wie folgt wiedergegeben werden:
Wir starten zur Zeit t = 0 mit der Zelle K und ordnen ihr eine exponentialverteilte Le-
benszeit L mit Parameter Ay4([K]) zu. Falls diese Lebenszeit L endet, wird zuféllig eine
Hyperebene H gemiR der Verteilung Ay([K])"*Aq(- N [K]) auf (K, B(H?)) gewiihlt, die
die Zelle K in zwei Zellen K™ := KN H" und K~ := K N H~ teilt, wobei H* und H~
die durch H erzeugten Halbraume sind. Dann besitzen die Zellen K+ und K~ voneinan-
der unabhéngige Lebenszeiten L, und L_, welche ebenfalls exponentialverteilt mit den
Parametern Ay4([K*]) und A4([K~]) sind. Die Konstruktion wird in jeder Zelle rekursiv
fortgesetzt und Yk (t) ist das lokale Mosaik in K zur Zeit ¢t. Eine Realisierung eines lokalen
STIT Mosaiks in einem Rechteck ist durch Abbildung 2.1 gegeben.

Bemerkung 2.22. Die Originalbeschreibung von lokalen STIT Mosaike stammt aus [51],
welche eine andere als die hier vorgestellte Konstruktion verwendet:

Wir betrachten zwei voneinander unabhéingige Folgen (L;)jen und (H;)jen, wobei L; unab-
hingig, identisch exponentialverteilt mit Parameter Ay([K]) und H; unabhdngig, identisch
verteilt gemdfy der Verteilung Ay([K]) ™ Ag(- N [K]) sind. Wir starten in t = 0 mit der
Zelle K, welche eine Lebenszeit Ly besitzt. Falls diese abgelaufen ist, wird diese Zelle von
der Hyperebene Hy in zwei Zellen K+ und K~ geteilt. Dabei besitzt KT die Lebenszeit Lo
und K~ die Lebenszeit L3, wobei ohne Einschrinkung Ly < L3 gilt. Falls Hy € [K™] gilt, so
wird die Zelle Kt bei abgelaufener Lebenszeit Ly gemdf$ der Hyperebene Hy in zwei Zellen
geteilt. Fiir Hy ¢ [K™] verlangert sich die Lebenszeit von K um Ly. Die Konstruktion wird
solange rekursiv fortgefiihrt, bis man zu einer deterministischen Zeit t angelangt ist. Beide
Konstruktionen fihren zu der gleichen Lebenszeit einer Zelle ¢ € Yic(t). Wir erinnern dar-
an, dass fiir n € N die n-fache Faltung von FEzponentialverteilungen mit Parameter A > 0
eine Gammaverteilung I'(n, \) mit den Parametern n und X liefert. Die Gammaverteilung

24



['(n, \) besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte

n

[(n)

T - e*M:rnflll(o’oo) (x).

Wir setzen p = Ag([K]) " Ag([d]) fiir ¢ € K. Zusitzlich nehmen wir an, dass ¢ zu einer
Zeit so € (0,1) als eine Zelle von Yi (so) geboren wird. Ohne Einschrinkung beginnen die zu
c assoziierten Lebenszeiten und Hyperebenen bei j = 1, d.h., zur Zeit Ly wird entweder die
Zelle ¢ geteilt, falls Hy € [c], oder die Lebenszeit von c verlingert sich um Lo, falls Hy ¢ [c],

0
usw. Dann erhalten wir mit (\{H; ¢ c} = H? und dem Satz von der majorisierten
j=1
Konvergenz fiir s,so > 0

P (c hat die Lebenszeit s |c wurde zu einer Zeit sy als eine Zelle von Y (so) geboren)
i

<©O C}Q{HGC}H{ZLk<S}>
:i _p)i_lpP(ZLk < s)
:i / _Ad([K])xl,i—l da
—p Ay([K)) /e—Ad([K])z(i: (z(1 _g)ixdl()[!fq))iﬂ)dx

A / o Dal(KDe e (1-p)Aa((K])
0

:/Ad([c])eAd([cDm dp — 1 — o~ Aalleds
0
Fiir ein lokales STIT Mosaik Yx(t) mit K € K% und A4([K]) > 0 nennen wir P ein
maximales Polytop der Dimension d— 1 von Y (), falls eine Hyperebene H € H? existiert,

so dass H zu einer Zeit s < t eine Zelle ¢ € )A/K(s) mit der Eigenschaft P = ¢N H teilt. Das
Mengensystem dieser Mengen bezeichnen wir mit MPy_;(Yx(¢)). Offensichtlich gilt

U P = Yk(b).

PEMPg_1(Yk (1))

Fiir d = 2 spricht man auch von maximalen Segmenten oder I-Segmenten.
Ein hilfreiches Werkzeug fiir diese Arbeit ist das folgende Lemma.
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Lemma 2.23 ( [31, Lemma 19.21]). Der stochastische Prozess

t

@N%&ﬂy—Fﬁkmn—:/LFO%@Ddﬂ

0

t>0

ist fiir eine beschrinkte und messbare Funktion F : T¢ — R mit K € K¢ und A¢([K]) >0
ein Martingal bzgl. der von (Yi(s))o<s<t induzierten Filtrierung, wobei L fir den Generator
aus Definition 2.20 steht.

Abschliefsend mochten wir noch zwei weitere Eigenschaften vorstellen. Zum einen nen-
nen wir Y (t) € T¢ fiir ein ¢ > 0 mit Y(0) := () ein globales STIT Mosaik, falls

Y NK 2 Ykt

fiir alle K € K¢ mit Aq([K]) > 0 erfiillt ist. Wegen [63, Theorem 2.3.1] ist die Existenz und
Eindeutigkeit einer solchen Zufallsvariable stets gesichert. Globale STIT Mosaike haben
die Eigenschaft, dass sie unter einer bestimmten Iteration, welche fiir den weiteren Verlauf
unwesentlich ist, stabil sind, wobei das Wort STIT sich aus den englischen Begriffen ’stable’
und ’iteration’ zusammensetzt. Fiir die Verifizierung dieser Eigenschaft und zusétzliche
Informationen verweisen wir auf [51, Section 3|. Zum anderen gilt im Fall A; = A%° fiir
j-dimensionale affine Unterrdume E;, j € {1,...,d — 1}, die Beziehung

Y(t)NE; 2 Y(t5a,, E)) (2.10)
mit .
jej  (d41)Kan
j + 1)l€j+1 d/id

)

:Vd,j = (
siehe |66, Theorem 1| in Kombination mit [44, (3.29T)|. Unter der Berticksichtigung, dass
E; isomorph zu R ist, ist Y (t9a,, E;) als Y (t74;) € T? zu verstehen.

2.5 Exponentialintegrale

In diesem Abschnitt werden zwei Exponentialintegrale eingefiihrt, welche insbesondere fiir
Kapitel 4 wichtig sind. Das erste zu betrachtende Exponentialintegral E; ist durch

T ey
E, (z) == /edy, x>0, (2.11)
4
definiert. Im weiteren Verlauf schreiben wir R~ := (0, 00) und Rsq := [0, 00). Das kommen-

de Lemma wird uns zeigen, dass diese Funktion durch elementare Funktionen abgeschatzt
werden kann. Diese Abschéitzungen sind bereits aus [1, 5.1.20] bekannt.
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Lemma 2.24. Die Funktion E, erfillt die Abschdtzungen

—T

e 2 . 1
71n(1+;><E1(aj)<e ln(l—i-E)
fiir alle x > 0.

Beweis. Wir konzentrieren uns zunachst auf die obere Schranke. Dafiir erhalten wir

*xln /dy / eyln(l—l—;)—ey(yil—;)—e:}dy

Offensichtlich ist die Funktion f(y) := In(1+ i) - yﬁ stetig differenzierbar auf R..

Aufserdem ist f streng monoton fallend auf R, da die erste Ableitung die Eigenschaft

S 1 wH+ly—@+)*+y 1
f(y)_y+1 g T y(y +1)2 B y(y+1)2<0

fir alle y > 0 erfiillt. Mit lim f(y) = oo und lim f(y) = 0 folgt insgesamt, dass der
y—0+ Yy—+00

Integrand des letzten Integrals strikt positiv ist. Damit ist das Integral ebenfalls strikt
positiv und die angegebene Funktion definiert die gewiinschte obere Schranke.
Fiir die untere Schranke gehen wir dhnlich vor. Wie oben erreichen wir

()

y 2 y y+2 oy
Ooefy 1 1 Ooe*y
= [ ——(—— 1 1 2) = [ — .
/ 5 (y+2+ +1In(y) —In(y +2) |dy / 5 g9(y)dy

Die Funktion g ist ebenfalls stetig differenzierbar auf R.q mit der ersten Ableitung

(y) = — 1 1.1 1 =W+ 2P+yly+2)°7 -y +2)
TW ="y 22 " Ty g2 y2(y +2)?
- = (W +4y+4) +y(y® +4y+4) — 9P — 2
Y2 (y +2)?
4
_yQ(y+2)2<0

fiir alle y > 0. Wegen li%1+g(y) = oo und lim g(y) = 0 ist g auch strikt positiv auf R..
Yy— Yy—00
Dies garantiert die untere Schranke und die Behauptung folgt. O]
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Uberdies definieren wir ein weiteres Exponentialintegral Ein mit

xT

1—e Y
Ein (z) ::/ ye dy, x> 0. (2.12)
0

e’ >1+ux, T € R,

ist Ein () fiir alle # > 0 wohldefiniert. Wir werden im néchsten Lemma sehen, dass man
das eine Exponentialintegral in das andere iiberfiihren kann, siehe dazu auch |1, Chapter
5]. Daftir wird die Euler-Mascheroni-Konstante

v = lim ( Y — —ln(n)) (2.13)

niitzlich sein.

Lemma 2.25. Fir alle x > 0 gilt

E; (z) = Ein(x) — In (x) — .
Beweis. Es reicht

v = Ein (z) — E; (z) — In ()

fiir alle x > 0 zu zeigen. Offenbar ist die Funktion auf der rechten Seite stetig differenzier-
bar auf R.g mit verschwindender erster Ableitung und muss demnach konstant sein. Das
Einsetzen von x = 1 ergibt

Ein (1) ~ Ex (1) ~In (1) = Jim (j;dy— 7‘?@)
= lim ( —1In(s) — [e*y In (y)]j — 7 e VIn(y) dy)
= lim <ln (s)(e™* — 1) — 7e—y In (y) dy) = - /Ooe‘y In (y) dy.

Das letzte Integral wird, wie wir spéiter sehen werden, die erste Ableitung der Gamma-
funktion I" im Punkt z = 1 sein. Um dies zu verifizieren, bendtigen wir den Satz {iber die
Differenzierbarkeit von Parameterintegralen. Da wir uns fiir die Ableitung in z = 1 interes-
sieren, definieren wir die Funktion f : Rug x (3,2) = R0, f(y, 2) = e ¥y~ '. Auf der einen
Seite ist die eindimensionale Funktion y — f(y, z) integrierbar fiir ein festes z € (%, 2), auf
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der anderen Seite ist aber auch die eindimensionale Funktion z — f(y, z) differenzierbar
fiir festes y > 0. Des Weiteren majorisiert die Funktion g : Ryg — Ry mit
_1 .
9() = L)y 7 + ooy (y)e ™y
die Funktion f absolut und ist geméf

00 1

/g(y)dyz/y‘édyﬂL/e‘yydy§2+F(2)=3
0 0 1

integrierbar. Aus diesem Grund ist I’ differenzierbar auf (3,2) mit der ersten Ableitung

8( Te*y exp ((- — 1) In(y)) dy)
D) = () = —2 - (2

o

= /ey In (y)e==VIn® gy
0

Daraus resultiert

(1) = /e_y In (y) dy.
0
Geméf |25, 150.3 Satz| geniigt T der Limesbeziehung

nln?

I'(z) = lim

>0
oo 2z 1) (2 4n)

und daher ist

1 1) - 1 1)
_ m z2(z+1) (z+n):zhm Hz+k (n+1)
['(z) n—ooo nln? nooo \ &4 ko J(n+1)7 n?

S CEHEENCS)

fiir alle z > 0. Dies liefert mit der Stetigkeit von In

ln<r(1z))zln(z)+§;ln(l+z>—zln(k—]:1), z >0,

und somit ist

a(ln(ﬁ))

T R DE ] () EEET e ey
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Wegen

8<1n (ﬁ))

5r ()= =g () =~y = T

folgt die Behauptung.
FEine Kombination von Lemma 2.24 mit Lemma 2.25 ergibt unmittelbar

Korollar 2.26. Fir alle x > 0 gilt

—T

2 1
62 In (14——) < Ein () <1n(:r)+’y+e_zln<1+—>.
T T

In (z) +~ +
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Kapitel 3

Das Kapazitatsfunktional von STIT
Mosaike

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem Kapazitédtsfunktional von STIT Mosaike. Da die
Verteilung jedes STIT Mosaiks eindeutig durch sein Kapazitatsfunktional bestimmt ist,
lassen sich Eigenschaften von STIT Mosaike mithilfe des Kapazitétsfunktionals zeigen.
Wir werden sehen, dass globale STIT Mosaike die Mischungseigenschaft erfiillen und so-
mit ebenfalls ergodisch sind. Weiterhin kénnen wir die ersten beiden Momente der Ge-
samtoberfliche (Gesamtkantenldnge im ebenen Fall) eines lokalen STIT Mosaiks auf das
Kapazitatsfunktional zuriickfithren und berechnen.

3.1 Eigenschaften des Kapazitatsfunktionals
Das Kapazitétsfunktional eines lokalen STIT Mosaiks Yy () in K ist durch
Ty y(C) =P(Yk(t)NC #0),  Cec, (3.1)

gegeben und bestimmt nach Satz 2.11 die Verteilung von Yk (t) eindeutig. Die Berechnung
von Ty, ) hingt im Wesentlichen von der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von C
ab. Das folgende Lemma wird das Kapazitdtsfunktional fiir zusammenhéngende Mengen
C € C? untersuchen, welches bereits in [51, Lemma 3] mit anderen Techniken als hier
gezeigt wurde.

Lemma 3.1. Falls C € C% mit C C K zusammenhdngend ist, so gilt fiirt >0
1— Ty y(C) =P(Yi(t) N C = ) = e 4allD) (3.2)

Beweis. Fir t = 0 ist die Aussage offensichtlich wahr. Wir erinnern uns, dass der stocha-

stische Prozess
t

(F(Vi(0)) ~ F(Yie0)) - / LF (Yie(s)) ds )

0

t>0
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fiir alle beschriinkten Funktionen F auf 7 ein Martingal bzgl. der kanonischen Filtrierung
zu (Yk (8))o<s<t ist, wobei L geméfs Definition 2.20 den Generator von (Yx (t)):>0 beschreibt.
Wir setzen F(Yi(t)) = Ly @nc=gy fiir C € C* zusammenhéngend. Wegen der Martingal-
eigenschaft erhalten wir fiir den Erwartungswert von F'(Yx(t))

P(Yi(t) N C = 0) = E[F(Yk(1))] = E[F(Yk(0))] + E[ / LE(Yi(s)) ds}

- / B[ 3 / P(@en(Yic(s))) — F(Yi(s)) dAq(H)] ds

0 i ceYK(s) ]

_1+/E — Z /]].{CCC}]]_{CQH7§(D}dAd(H>:| ds

0 i ceVk (s) ]

=1— [ E Z ]I{Ccc} / H{CQH;AQ)}dAd(H)} ds
0 _cEf’K(s) ]

= 1—Ad([C])/E{ > ]I{CCC}} ds

0 cEYK(S)
—1— Au[C)]) /IP’(YK(S) NC = 0)ds,

Dies liefert uns unmittelbar die lineare Integralgleichung

t

yH) = 1= Ad(C) [yo)ds mity(0) =1

0
welche die eindeutige Losung y(t) = e *44(C]) besitzt. O

Man sieht schnell ein, dass sich die Beweismethode zu Lemma 3.1 nicht auf allgemeinere
Mengen iibertragen lasst. Um das Kapazitatsfunktional fiir allgemeine kompakte Mengen
zu bestimmen, werden schliefslich andere Hilfsmittel bendtigt. In den nachfolgenden Aus-
fiihrungen wird mit conv C die konvexe Hiille der Menge C' € C?% und mit C¢ die Menge aller
kompakten Mengen mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten bezeichnet. Zunéchst
einmal halten wir fest, dass eine kompakte Menge C' mit nichtleerem Inneren héchstens
nur aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten bestehen kann. Denn wegen der Ab-
geschlossenheit existiert ein universelles 6 > 0, so dass der Abstand von zwei beliebigen
Zusammenhangskomponenten 7, Z5 die Bedingung

diSt(Zl, ZQ) = inf ||y1 — yQH >0

Y1€21,y2€22
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erfiillt. Insbesondere kann damit die Anzahl der Zusammenhangskomponenten héchstens

abzéhlbar unendlich sein. Diese muss aber aufgrund der Beschranktheit von C sogar endlich

sein. Mit dhnlicher Argumentation ergibt sich, dass C' € C? hochstens abzihlbar unendlich
k

viele Zusammenhangskomponenten besitzen kann. Somit schreiben wir C' = |J C; € Cg,
i=1

k > 2, als disjunkte Vereinigung von zusammenhingenden Mengen C; € C?. Weiterhin

definieren wir die Mengen

vz ={Ua U o}

el Je{1,...,k}\I

fir nichtleere Teilmengen I C {1,...,k} mit Kardinalitdt card I < k. Zusétzlich steht

> fiir die Summe iiber diese Mengen, und [Z;]|Z5] beschreibt die Menge aller Hyper-
Z1,2Z2
ebenen, welche Z; und Z, trennen. Damit kann man das Kapazitatsfunktional Ty, ;) mit

Beobachtungsfenster K € K¢ und A4([K]) > 0 fiir kompakte Mengen mit endlich vielen
Zusammenhangskomponenten bestimmen.

Lemma 3.2 ( [51, Lemma 4]). Es gilt firt >0

1= Ty (C) = el @D 4 N Ay([71] Z))

Z1,%2
1 (3.3)
X /e_md([c‘mw])s(l — Ty - (Z0) (1 = Ty, t1-s)) (Z2)) ds
0
fiir alle C € C¢ mit C C K. O

Das Kapazitétsfunktional Ty, ) auf Cd legt bereits die Verteilung von Yk (t) eindeutig
fest, vgl. dazu [48, Theorem 2.4] und die dort anschliefende Diskussion. Wegen

Y()NK 2 Yk(t), t>0,

fiir alle K € K¢ mit Aq([K]) > 0 ist ein globales STIT Mosaik Y () auch eindeutig durch
sein Kapazitatsfunktional

Ty(C)=PY(t)NC#0), CeCy,
charakterisiert, da zu jedem C' € C§ ein C C K € K% existiert, so dass
Ty)(C) = Ty (C)

gilt. Somit gelten die Formeln (3.2) und (3.3) entsprechend fiir Ty (). Mit Korollar 2.13
und den oben verifizierten Formeln zum Kapazitdtsfunktional ergibt sich unmittelbar die
folgende Aussage.
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Korollar 3.3. Fir alle t > 0 ist Y (t) stets stationdr. Falls sogar Ag = A%° gilt, dann ist
Y (t) isotrop.

Weiterhin kénnen wir eine wichtige Eigenschaft von globalen STIT Mosaike mithilfe
des Kapazitatsfunktionals festhalten.

Lemma 3.4 ( [51, Lemma 5 (ii)]). Fir allet > 0 gilt
tY () 2y(1).
Beweis. Fiir alle t > 0 und C' € C? gilt
Tyv(C) = Ty (t™'0).

Wegen der Homogenitét von A4([-]) und Lemma 3.1 bekommen wir fiir alle zusammen-
héngenden Mengen C' und o > 0

1 Toy((C) = 1 — Ty (a™C) = e7thalle™'C) = g=ta™ Au(lC]) (3.4)
=1— Ty (C) ‘

und somit insbesondere fiir a = ¢
1=Tiyp(C) =1-Trn(C).
Andererseits erhalten wir rekursiv fiir C' € C¢ gemiR (3.3), (3.4) und der Homogenitéit von
Aa([-])
1= Typ(C)=1-Tyy(t'C)
_ e—tAd([convt—lc]) +t Z Ad([t_lZl|t_1Z2])

21,22

1
) /emd([wnvtlc])s(l — Ty syt 21)(1 = Ty st Z)) ds
0
— e Aalfconvel) Z Aa([21] Z2])

21,22
1

< / e~halleom s (1 _ Ty, (Z))(1 — Ty (Ze)) ds

0
Dies liefert mit Satz 2.11 die Behauptung. O

Aus Lemma 3.4 ldsst sich fiir Kz := R - K mit R > 0 die Eigenschaft

Vi, ) EY ()N Kr=RER'Y({t)NK) 2 RY(tR)NK) 2 RY(tR), t>0, (3.5)

fiir alle lokalen STIT Mosaike Yx,, (f) gewinnen.
Zudem konnen wir mithilfe des Kapazitétsfunktionals zeigen, dass Y (¢) fiir d = 1 ein
homogener Poissonscher Punktprozess in R mit konstanter Intensitét ¢ > 0 ist.
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Lemma 3.5. Fird =1 bildet Y (t) einen homogenen Poissonschen Punktprozess in R mit
konstanter Intensitdat t > 0.

Beweis. Nach |63, Theorem 3.6.3| reicht es, die Gleichheit

Ty(t)(C) -1 e—tA1([C]) -1 e—tfl(C)7 C e Cd, (36)
k

zu zeigen. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass C = |J C; € C}, k € N, eine
i=1

endliche Vereinigung von disjunkten Intervallen ist. Fiir k£ = 1 ist (3.6) wegen (3.2) erfiillt.
Fiir £ > 2 erhalten wir mit (3.3)

1= Ty (C) = e MU 4 N Ay ([21] Z,))
21,22
1

X /etA1([convC])s(1 — Ty(t(l_s))(zl))(l — TY(t(l—s))(ZZ)) dS.
0

Induktiv ergibt sich zum einen
(1= Ty a9y (Z))(1 = Typa-s)(Zs)) = e 1790 HIm)02R) — o1=90(0)
und zum anderen A4 ([Z;]Z5]) = 0, falls conv Z; Nconv Z, # ) gilt. Schreiben wir C; ;44 fiir

das Intervall, das zwischen C; und C;y; firi € {1,...,k — 1} liegt, so gilt dann

Z Al([Z1|ZQ Z A1 I3 H—l = 261 (Ci,i+1) = gl(COHV C) - 61(0)

AW i=1

Damit ergibt sich

1
1 — Ty(t)(C) —e —t1(conv C) + t(gl(COIlVC _ gl /e—tfl(conv C)se—t(l—s)fl(c) ds
0

1
:e—th(convc —tél(C)/t 61 COHVC —E (C)) —t(¢1(conv C)—£1(C))s ds
0

:eftﬁl(convC tél(C’) (1 7t(€1 (conv C)— él(C’)))
—e—thi(C)

und die Behauptung folgt. O]
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3.2 Mischungseigenschaft von globalen STIT Mosaike

Der Begriff der Mischungseigenschaft muss zunéchst fiir zuféllige abgeschlossene Mengen
erklart werden. Es sei dazu Z eine stationére, zuféllige abgeschlossene Menge mit indu-
ziertem Wahrscheinlichkeitsraum (F¢, B(F?),Pz). Fortan beschreibt T,F := F @ {z} die
Verschiebung der Menge F' € F¢ durch den Vektor x € Z4, und T := {1, : x € Z%}
bezeichnet das Mengensystem dieser Translationen. Somit gewahrleistet die Stationaritit
der zufalligen abgeschlossenen Menge Z, dass das Mak P invariant unter 7 ist, d.h., dass

P (T,F) = Pz(T_,F) =Pz(F) fiir alle z € Z% und fiir alle F € B(F) (3.7)
gilt. Dann wird das Quadrupel (F¢, B(F%),Pz,T) ein dynamisches System genannt.

Definition 3.6. Das dynamische System (F? B(F%),Pz,T) einer zufilligen abgeschlos-
senen Menge Z ist mischend (oder erfillt die Mischungseigenschaft), falls

lim Pz(FyNT,F) =Pz(F)Pz(F,)  fir alle Fy, Fy € B(F?) (3.8)

llzl|—o0

gilt.
Vereinfacht wird dann Z auch mischend genannt bzw. man sagt, dass Z die Mischungs-
eigenschaft erfillt.

Wir bezeichnen mit T C B(F?) die o-Algebra von allen unter 7 invarianten Mengen,
d.h.
T ={F € B(F%) : T,F = F fiir alle 2 € Z}.

Es ist leicht zu sehen, dass aus der Mischungseigenschaft eines dynamischen Systems
Pz(F) =Pz(FNT,F) = Pz(F)Pz(F),  |z| — oo,

fir alle ' € T folgt. Dies impliziert unmittelbar P(F) € {0,1}, d.h., das dynamische
System ist sogar ergodisch.

Nach Satz 2.11 ist bekannt, dass die Verteilung einer zufélligen abgeschlossenen Menge
eindeutig durch ihr Kapazitatsfunktional charakterisiert ist. Deshalb sollte es moglich sein,
die Mischungseigenschaft mithilfe des Kapazitidtsfunktionals nachzupriifen. In der Tat lasst
sich die Verifizierung der Mischungseigenschaft auf Eigenschaften des Kapazitatsfunktio-
nals reduzieren.

Lemma 3.7 ( [63, Theorem 9.3.2|). Fine zufillige abgeschlossene Menge Z ist genau dann
mischend, falls

fiir alle Cy,Cy € C? gilt. O]
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Wir méchten nun die Mischungseigenschaft fiir globale STIT Mosaike nachweisen. Da-
zu sei nun Z = Y(t) fiir t > 0. Nach dem letzten Lemma muss lediglich das Kapazi-
téatsfunktional auf die Bedingung (3.9) gepriift werden. Dafiir miissen wir auf die Formel
(3.3) zuriickgreifen, die das Kapazitiatsfunktional fiir kompakte Mengen C' mit mindestens
zwei Zusammenhangskomponenten bestimmt. Fiir beliebige C' € C? bemerken wir, dass
C aufgrund der Kompaktheit nur abzahlbar unendlich viele Zusammenhangskomponenten
besitzen kann. Bei Blick auf die Formel (3.3) liegt es nahe, dass die Masse der konvexen
Hiille von

C(z) = CL UT,Cy, C1,Cy € Cl x €7,

bzgl. des Mafes Ay([-]) fiir ||| — oo zu untersuchen ist. Wir werden némlich spéter sehen,
dass sie fiir die Mischungseigenschaft essentiell ist.

Lemma 3.8. Es sei C; € C§ mit Ay([Cy]) > 0 fiir i € {1,2} gegeben. Fiir hinreichend
grofes ||z|| gilt

aillz]] < Ag([conv C(z)]) < cao|z|]
mit gewissen Konstanten cq,co > 0.

Beweis. Fiir die Angabe der oberen Schranke bemerken wir zunédchst, dass

sup  d(z1,29) = sup  d(z1,22—x) < sup  d(z1,22) + ||z]| = co + ||z]|
21 €0 ,290€T5Co 21€C,20€C 21€C,290€Cy
fiir eine endliche Konstante ¢y :=  sup  d(z1,22) gilt. Dann wihlen wir ||z| > 1,

21€C1,22€CQ
definieren 7(x) := (¢o + 1)||z|| und erhalten schlieklich fir alle ||| > 1

sup d(z1, 22) < r(x).
21€C1,220€TCo

Es sei nun B(xz) eine Kugel mit Radius r(z), die conv C'(z) enthélt. Im Hinblick auf (2.7)
bekommen wir

Ad((B(x))) = / / 1ty ooy 0y s (2) AAY(Ho)

HE Hy

= 2r(z) / dAY(Hp) = 2r(x) =: e z]| (3.10)
Mg

mit einer Konstante ¢y := 2(co + 1) € (0, 00), so dass Ag([conv C(z)]) < eof|z|| fir [jz| > 1
gilt.

Um die untere Schranke zu erhalten, wéhlen wir zwei beliebige, aber unterschiedliche
Punkte z; € C und z, € T,,C5 und bezeichnen mit Z1z3 die Strecke von z; nach z,. Somit
gilt offensichtlich Ay4([conv C(x)]) > A4([z122]). Wir wéhlen ||z|| hinreichend grof, so dass
|21 —22|| > @ gefordert werden kann. Um A4([Z172]) nach unten zu beschréanken, verwenden
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wir wieder (2.7) und die Tatsache, dass der Triger von AJ mindestens d Hyperebenen
mit linear unabhingigen Normalenvektoren enthalt. Dies gewéhrleistet die Existenz einer
Konstanten ¢; € (0,00), so dass

ANi([z122)) _//]1{(Hoea{z})mmaéw} Al (2) dAq(Ho) = /Vl(M’HoL)dAg(HO)
Ml Hy- MG
x
> 12 [ cos 2z, i ans) = e o]
Mg
gilt. Dabei ist z;z3|Hy- die orthogonale Projektion von zz; auf Hy, und Z(zzz, Hy)

bezeichnet den Winkel zwischen HOl und der Geraden, die durch die Punkte z; und 2z,
verlauft. Daher gilt Ay([conv C(z)]) > ¢ ||z|] und die Behauptung folgt. O

Nachdem das asymptotische Verhalten von A4([conv C(z)]) gerade untersucht worden
ist, wird das nachfolgende Lemma die Bedingung (3.9) fiir kompakte Mengen C; und Cy
mit endlich vielen Zusammenhangskomponenten verifizieren. Zusétzlich kann daraus eine
Konvergenzgeschwindigkeit gewonnen werden. Fiir ¢ : R — R ist O(g) eine Funktion
f:R — R mit limsup% eR.

Yy—ro0

Lemma 3.9. Fiir Cy,Cy € C gilt
1= Ty (Cr UT:Co) — (1 = Ty (C1))(1 = Ty (C))| = O([l=[I7) (3.11)

falls ||z|| — oo.

Beweis. Ohne Weiteres konnen wir annehmen, dass Aq([C1]), Ag([C2]) > 0 gelten. Anson-
sten folgt die Eigenschaft (3.11) sofort.

Weiterhin schreiben wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit C, = |J Cy € Cg und
k=1
Cy = | Coy € C§ fiir m,n € N, wobei C}; und Uy fiir alle £, ¢ zusammenhangend sind.
=1
Geméfk Lemma 3.8 und

Ag([conv C(2)]) = Aa([Ch]) + Aa([Ca]) + Aa([C| T2 Co]) — Aa([CH] N [T C])  (3.12)
erhdlt man auch fiir hinreichend groftes ||x||
Allell < Aa([C1|ToC)) < o]
mit Konstanten ¢}, ¢, > 0. Weiterhin besagt (3.3), dass fiir alle x € Z4
1= Ty (C(e) = e ME D 1 3 6i(121]2,)

21,22

1
X /emd([convc(x)])s(l — Ty (1-5))(Z1)) (1 = Ty (¢(1-s5))(Z2)) ds
0
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gilt. Es ist hierbei zu beachten, dass Z; und Z, ebenfalls von x abhéngig sind. Ohne Ein-
schrankung sei C;NT,Cy = () gegeben. Im Folgenden ist es zu zeigen, dass alle Summanden
bis auf den Summanden Z; = Cy und 7, = T, Cs fiir ||z|| — oo asymptotisch zu vernach-
lassigen sind. Dafiir sind im Wesentlichen drei Félle zu untersuchen. Fiir den Fall, dass
ZiNCy #0, ZiNT,Co # 0, ZyNCy # 0 und Zy NT,Cy # B gilt, ergibt sich unmittelbar
Ad([Zl‘ZQ]) = O(l) flir ||.’L’|| — o0. Falls Z1 N Ol 7é @, Zl N TICQ 7é @ und ZQ N Cl = @ gilt,
konnen ¢y, ¢y € {1,...,m} mit {1 # {5 so gewdhlt werden, dass

Z1 N T:c02,f1 = (Z), Zs N TICZgQ = 0.
Es folgt, dass
Aa([Z1]12]) < MNa([T2Co, [ T2 Cop,]) = Na([Coy[Co,]) = O1), [lz]| — 0.

Der letzte zu betrachtende Fall Z, NC, # 0, Z,NT,Cy # 0 und Z,NT,Cy = () funktioniert
ahnlich. Demnach existieren unterschiedliche k1, ks € {1,...,n} mit

ZiNCipy, =0, ZyNCiy =0.
Dies fiihrt uns ebenso zu
Na([Z1]22]) < Aa([Cri, | Crgs]) = O(1), ]| = oo.
Aus Symmetriegriinden ist Aq([Z1]|Z2]) = O(1) fiir alle Zy, Zy mit Z; # C, fir ||z|| — oo

gezeigt. Somit erhalten wir fiir diese Félle unter Beriicksichtigung von Lemma 3.8

th([Z1]Z5])) [ e~ aleom CEM (1 — Ty 1) (Z0))(1 = Ty y(a—s))(Z2)) ds

1 — eftAd([ConVC(m)])
tA4([conv C'(x)])

<tAy([Z1]Z,]) | e thalleonvC@s g — tA ([ 21| Z,])

o O —__

=0(|lz|I1), |z = oc. (3.13)

Deswegen bleibt nur noch der Fall Z; = C; und Z, = T,C5 zu untersuchen. Da Ty y(C)
P

nach den oben gezeigten Formeln (3.2) und (3.3) offensichtlich fiir alle C = |J C; € CZ mit
=1

]7
p > 1 stetig differenzierbar auf Ry mit der Eigenschaft

(1 — Tya—.y(C
sup 20 ou »(C))
s€(0,1) S

(s) <M, < o0
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ist, liefert die partielle Integration

1
tAa([C1|T:Co)) / o tAalleom @@ (1 — Ty (41 (C1)) (1 = Ty (s(1-)) (T2 C2)) ds
0
_ AT C)
Aq4([conv C(x)])

Aa([C1]T:C5)) jetAd([convC(r)])sa((l — Ty - (C1)) (1 = Ty - (C))) s
Aq([conv C'(z)]) / Os

_ AT C)
Aq4([conv C(x)])

1
[ — e thalleom @@Ds (1 — Ty 1) (C1) (L ~ TY(t(H))(@))]O

(1= Ty (€)1 = Trp(C2) + O(Jl2ll ™)), (3.14)

falls ||z|| — co. Wegen (3.12) erhalten wir

Aa([Ch| T Cy)

1
A(com C)) & el = e
und schliefen daraus, dass (3.14) die Gleichheit
(1= Ty@(C))A = Tyrw(C2) + Oz 1), =] — o0,
erfiillt. Zusammen mit (3.13) folgt die Behauptung. O

Satz 3.10. Jedes globale STIT Mosaik Y (t) ist fiir t > 0 mischend.

Beweis. Nach Lemma 3.9 muss nur noch der Fall untersucht werden, wenn C(x) € C¢

aus abzihlbar unendlich vielen Zusammenhangskomponenten besteht. Fiir C},Cy € C¢
N1 N2

schreiben wir Cy = |J Cy; und Cy = |J Cy;, wobei C;; und Cy; zusammenhéngend sind
i=1 i=1

und entweder N; = oo oder Ny = oo gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen

wir an, dass N; = N, = oo vorliegt. Fiir alle n € N und = € Z¢ erhilt man

CLUT,Cy D | JCri UTeCoy =: C(x),
i=1

Cl U T:cCQ C LnJ Cl,i @] TmCQ’i U conv ( G Cl,i @] TmCQ’i) = C;{(l’)

=1 i=n+1

Wir erhalten mit Lemma 3.9

lim P(Y(t)NCy(z) =0) =P(Y(t)N 0 Cri=0)P(Y(t)N Lnj Csi =10) (3.15)

|z =00 ~
i=1
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und

lim P(Y(t)NC"(z) = 0) = P(Y(£) N (OC“ U conv ( U Cu. )) —0)

[lz[|—o00
i=n+1

xP(Y(t)m(OCQ,iuConv( U 021)) —0) (3.16)

1=n-+1

fiir alle n € N. Wenden wir den Satz von der monotonen Konvergenz auf (3.15) und (3.16)
an, so fiithrt dies zu

lim P(Y(£) N (Cy UT,Cy) = 0) = P(Y(£) N Cy = B)P(Y (£) N Cy = ).

llz[|—o0

Somit haben wir die Eigenschaft (3.9) fiir alle C' € C? sichergestellt, und Y (¢) ist fiir alle
t > 0 mischend. O

Die Mischungseigenschaft von globalen STIT Mosaike wurde schon in [36] mit (3.8)
nachgewiesen. Eine Anwendung der Mischungseigenschaft bzw. der Ergodizitit von globa-
len STIT Mosaike ist z.B. in [67] gegeben.

3.3 Varianz der Gesamtoberflache von lokalen STIT Mo-
saike

Fiir den Rest des Kapitels wird die Bedingung K € K4 mit d > 2 vorausgesetzt. Wir
betrachten nun die Gesamtoberfliche (Gesamtkantenldnge im ebenen Fall) eines lokalen
STIT Mosaiks Yk (t) fiir t > 0, welche durch

Voa(Ye®) = Y, Vaalf)
FEMPy_1(Yk (1))

gegeben ist. Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass sich die ersten beiden Momente
von Vg_1(Yk(t)) explizit aus dem Kapazitatsfunktional ableiten lassen. Da jede Reali-
sierung von Yk (t) insbesondere polykonvex ist, kénnen wir auf Yy (t) die verallgemeinerte
Steiner-Formel fiir polykonvexe Mengen aus Lemma 2.9 anwenden. Eine Veranschaulichung
dazu liefert die Abbildung 3.1. Mit Lemma 2.9 erhalten wir fiir jede Realisierung von Yy (t)

Va(Yk(t) & B0 ng Tka_j V;(Yr(t), >0, (3.17)

Die Steiner-Formel in (3.17) impliziert, dass die Gesamtoberfliche von Yk (¢) unter Beach-
tung von Vy(Yi(t)) = 0 aus

Vo a(Vie(t) = Jim - Va(Yie(t) @ B(0))
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Abbildung 3.1: Die Minkowski-Summe Yy (¢) & B4(0) fiir ein Rechteck K.

hergeleitet werden kann. Ebenso kénnen ihre Momente durch

A . 1 d(onk
E[Va1 (Vi (£)"] = EL%WW(YK@) o BX0)"|,  keN,

dargestellt werden. Mit diam A bezeichnen wir den Durchmesser einer Menge A C R

Lemma 3.11. Fiirt > 0 existiert jedes Moment E[V4_1 (Y (t))*], k € N, mit

B[V (V)] = lim o5 BIVa(Yi() @ B0

Beweis. Der Satz von der majorisierten Konvergenz ergibt fiir alle k € N

(002 20)
= lm E :(Vd_l(YK(t)) + % dzj =il vj(YK(t)))k}

| Vi(Yie ()" < By, (Y (1))" (diam K )7
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fir alle j € {0,...,d — 1} und fiir alle n € N gilt und da nach Satz 5.1 und Bemerkung
5.2 jedes Moment von Yy, (Yx(t)) existiert. Dabei beschreibt ¥y, (Yx(t)) die Anzahl der
maximalen Polytope der Dimension d — 1 von Y (t). Damit gilt

. 1 d M 1 dra\k
E| i (5 Ve @ BUO)) | = lim o BIVa(Yie(0) & B(0)
und die Behauptung folgt. O

Als Néchstes werden wir unter Verwendung des Kapazitiatsfunktionals den Erwartungs-

wert der Gesamtoberfliche von Y (t) bestimmen.

Satz 3.12. Der Erwartungswert der Gesamtoberfliche von Yi(t) ist fir alle t > 0 und
K € K4 durch
o1
BV (Vilt))] = Jim o [ 1= Ty (B (o) N K) s
K

=t V4(K)
gegeben.

Beweis. Nach dem Satz von Fubini und Lemma 3.11 bekommen wir

E[Vao (Y (t)] = lim ~E[Va(Yx(t) ® BY(0))

e—0+ 2¢

) 1
= lim QE{/HYK(t)@Bg(O)(x) dx}

e—04+ 2
Rd

e—=0+ 2¢
R4

~ lim 1/]1)(3; € Yic(t) & BY(0)) dz.

Da aber die Ereignisse {z € Y (t)® B4(0)} und {Yx (t) N Bd(x) # 0} identisch sind, ergibt
sich somit
1
E[Va 1 (Yi()] = lim — / P(Yi(t) N BY(x) £ ) du.

e—0+ 2¢
K®B(0)

Dies kann mithilfe von Lemma 3.1 und der Homogenitidt von Ay([-]) vereinfacht werden
zu

1 a ~ i L —tAa([BE(@)NK))
61_1>I0n+ % / Ty, v (Bé(z) N K)dx = El_l)%1+ % / 1—e dz
K®B2(0) K®B(0)
_ lim L / 1 — e tehal(BI@NLKD g
e—0+ 2¢
K®B2(0)
ey L o teha(B{@NZ K)) |
= 5_1)%1+ KaBi(0)\L % €.
Ra
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Wegen der Abschitzung

1—e* <z, z >0,
ist f(2) = Lggpio) (z)tA4([Bf]) fiir € € (0, 1] eine geeignete Majorante und folglich liefern
der Satz von der majorisierten Konvergenz und die Taylorentwicklung der Exponential-
funktion in z =0

BV (Vilt)] = [

K

tAq([BY]) dr — tAd([Bii])vd(K).
2 2

Der Rest folgt aus der Tatsache, dass

Aq([Bf)) _//]l{(H()@{ac})ﬂBf;é@} dlp s (x) AAG(Ho)
Hg Hy
—2/dAg(HO)—2
H
gilt. Ll

Bemerkung 3.13. Fir Ay = A%° bietet die Crofton-Formel einen alternativen Beweis
zu Satz 8.12. Das iterative Anwenden der Crofton-Formel unter Beachtung des Satzes von
Fubini ergibt ndmlich, dass

BV (Vie(®)] = —— [ B[Va-a(Yi(t) 0 Ha) A1)
C K]
:H%i / / E[Vo(Yr(t) N HaN...N Hy)]
k=2 "% _Z[K] [KNH4N...NHs)

x dAB°(Hy) - - - ANS°(H,).

Fiir j-dimensionale, affine Unterraume E;, j € {1,...,d — 1}, gilt nach (2.10)

Y(t) N E; 2 Y(t5a,, E))

mat

S0 = jej  (d41)Kan
7 (J+ Drjn dkq

d—1
Offensichtlich ist K N (| Hy, fast sicher ein Intervall und nach Lemma 8.5 ist V(Y () N
k=2

HyN...N Hy) Poisson-verteilt mit Parameter

d d—1
t- ][ A5 Vi 0 () Ha).
j=2 k=2
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Wir benutzen wiederum die Crofton-Formel und erhalten

d -

d—1
tHW/ / V1 (KﬂmHk)dAéSO(HQ)'.'dAZSO(Hd)
j=o Vii—2 k=2

(K] [KNH4N...NH3]

d (i KK ,
_tH G =Dy G Dy s / Va1 (K 0 Hy) A (H)

]H] ]H]' (; )I{] 1/{] I[K}

d .
1 k2K, +1
—t Vd H vg—2hy+1

:‘i] 1%]

Dann impliziert die Gammafunktion I' mit (2.1)

ﬁ JH+1kj ok d+1 Ky Kger  d+1 7T(L;111(M +1)7t ()
j Kj—1K; 2 Kd—1 Ko 2m T ; F(d L -+ 1) F(% + 1)

=2

Fiir den Rest des Kapitels werden wir uns ausschlieflich mit dem zweiten Moment
bzw. mit der Varianz der Gesamtoberfliache eines lokalen STIT Mosaiks Yy (t) fir ¢t > 0
und K € K¢ beschéftigen. Wir werden zunéchst die Hauptaussage vorstellen, wobei ein
Beweis erst am Ende des Abschnittes geliefert werden kann.

Satz 3.14. Fiir die Gesamtoberﬂache von Yk (t) ergibt sich fir allet >0 und K € K

E[Vy 1 (Yr(t)?] = lim — / / 1 —2(1 =Ty, (BY(z) N K))

e—0+ 452
K®B2(0) K&BI(0
= Ty (B e) U BEs)) 1 ) do (3.18)
Falls Ag = A%°, dann gilt sogar
e~ tvaollz—yll
E[Va1(Yk(1)?] = #* Va(K + — // oo dz dy (3.19)
mit
N 2K41
Yd,0 = dryg

Eine direkte Folgerung kombiniert mit Satz 3.12 fiihrt uns zu der Varianz der Gesam-
toberfliche von Yk (t). Dabei bemerken wir, dass diese Varianz schon in [65, Theorem 5.1]
mit anderen Techniken gezeigt wurde.

Korollar 3.15. Fir Ay = A%° ist die Varianz der Gesamtoberfliche von Yi(t) gegeben

durch
-1 e~ tra,olle—yll
Var(Vg_1(Yk(t) // ’ dx dy.

:L'_
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Wir werden in kleinen Schritten den Satz 3.14 beweisen. Unter Beachtung von Lemma
3.11 und Satz von Fubini gilt

E[Va1(Yi(t))’]

. 1 2
St E ([ mosmoon)]

K®BE(0)
= El_lggr TEQE / / Ly, wei©) () Ly, opio) (y) dz dy
K®BL(0) K&B2(0)
—61_1)%1+4—82 / / (z € Yk (t) @ BX0),y € Yi(t) ® B4(0)) dz dy.

K$BL(0) K&BL(0

Wie im Beweis von Satz 3.14 lasst sich Letzteres vereinfachen zu

lim — / / (t)N BY(x) # 0, Y (t) N B(y) # 0) dz dy.

e—0+ 452
K&BZ(0) KoB4(0)

Zur Erinnerung erfiillt jeder Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A", P’) die Bedingung
P(ANB)=1-P(A°UB°) =1-— (P'(A°) + P/(B°) — P'(A°N B°))

fir alle A, B € A, wobei A° = '\ A fiir das Komplement von A steht. Mit A = {Yx(¢) N
Bi(z) # 0} und B = {Yk(t) N B%(y) # 0} folgt gerade (3.18).
Es sei von nun an Ay = A%°. Um (3.19) aus (3.18) zu erhalten, miissen wir den Inte-

granden
1= Ty ((BL (@) UBL(y) NK), @,y € K& BX0),

untersuchen. Vielmehr miissen wir priifen, ob die Menge
(BY(x) UBL(y))NK,  x,yeKoBX0),

aus einer oder zwei Zusammenhangskomponenten besteht. Dann ist entweder die Formel
(3.2) bei genau einer Zusammenhangskomponente oder die Formel (3.3) im anderen Fall
anzuwenden. Die Menge (B4(x) U B4(y)) N K ist genau dann zusammenhiingend, wenn
Bl(z) N B(y) # 0. Und Letzteres ist genau dann erfiillt, wenn ||z — y|| < 2¢ gilt. Fiir
|z —y|| > 2 ist (B4(x)UB(y))N K nicht zusammenhingend. Deshalb zerlegen wir (3.18)
in

) 1
K®Bd(0) K&BI(0)
+ lim 4?2 / / Ljja—y|>2e1 Pz, y) dz dy (3.21)

K&B2(0) KaB4(0)
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mit
h(l‘,y) _1_2(1_TYK(t)(B ( )OK))+1_TYK(t)((B( )UBd( ))OK)

Das folgende Lemma zeigt, dass das Integral in (3.20) keinen Einfluss auf (3.19) haben
wird.

Lemma 3.16. Es gilt
1
Jm 5 Lijo—yli<2erh(z, y) dz dy = 0.
K&®B2(0) K&B2(0)

Beweis. Nach Voraussetzung ist (3.2) anwendbar. Wir haben fiir alle z,y € K & BZ(0) mit
I =yl < 2

Wz, y) = 1 — 2o~ N UBENKD) | o~ ((B2@)UBLw)NK)

Wegen der Abschétzung |1 —e?| < z fiir z > 0 und der Dreiecksungleichung fiir |- | erreicht
man

[A(x,y)| < 2tAG°([BE () N K]) + tAG°([BE(x) N K]) + tAG°([BL(y) N K]).
Die Homogenitét von A%°([-]) ergibt
Ag°([B(2) N K]) = eAg°([Bi(x) N £]) < eAg°([B])

und somit gilt 4
[h(z,y)| < dteAG°([BY]).

Die dazugehorige Integration liefert

Elggg@ / / L{jo—yl<2ey (2, y) dz dy

K®B(0) K®B2(0)

. tAse Bd
iy 2451 / / Lgjje—y)<2ey dz dy

e—0+ £
K@BL(0) KoBZ(0

tAzso Bd
lim —4——1- / / dz dy
e—0+

4 (0) K&B(0)

IN

IN

150 d
Y w50
e—0+ g
= 2%A5([BY]) kg lim ' V4(K @ BY(0)) =0,

e—=0+

IN

(2¢)%kq Va(K @ BY(0))

da mittels Steiner-Formel V4(K & B%(0)) — V4(K) fiir ¢ — 0+ gilt. O
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Fiir das Integral (3.21) bendtigen wir mehr Aufwand. Es ist nun vorausgesetzt, dass
Bl(z) N B(y) = 0 bzw. ||z — y| > 2¢ fiir 2,y € K ® B%0) gilt. Dann ergibt die For-
mel (3.3) zur Berechnung des Kapazitatsfunktionals fiir kompakte Mengen mit mehreren
Zusammenhangskomponenten

1= Ty (Bé(w) U B (y)) N K) = e (Blenln&D o Ae([B(w) N K|B(y) N K])
e N (BEINK]) oA (BLNK] _ o A5 (B a0) 1K)

* A([B-(z,9) N K]) — Ap((Bé(x) N K]) — Ap([Bi(y) N K))’

wobei B.(x,y) := conv(B%(z) U Bl(y)) zu setzen ist. Wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, dass der Nenner ungleich 0 ist, da

{(z,y) € R* : AG°([Be(w,y) N K]) = AF°([BL(2) N K]) + AZ°([BL(y) N K]} (3.22)
eine Lebesgue-Nullmenge fiir alle ¢ > 0 ist. Aus (3.12) mit
Aq*([Be(,y) N K])

=AG°([B () N K) + AZ°([BL(y) N K]) + AZ°([B(x) N K| B (y) N K])
— AF°([Bi () N K] N [B(y) N K])

schlussfolgern wir, dass

1= Ty, (B (x) U BZ(y)) N K)

—e M (BE@NKD AT (BEWINKD) 4 Ao ([BY(2) N K] N [BY(y) N K))
oA ([BA(@)NK]) o—tAF(BEW)NK]) _ o~ tAF([Be(w.)NK])

N ([Belw,y) N K]) — A ([BX(x) N K]) — Ag*([BI(y) N K])

(3.23)

Fir den weiteren Verlauf missen wir den zweiten Summanden naher untersuchen. Es ist
zu beachten, dass jede Hyperebene H durch

H=H®,w)={hecR:w'h =0} (3.24)

mit b € R und w € S ! charakterisiert ist, wobei der Exponent T fiir die Transposition
eines Vektors bzw. einer Matrix steht. Falls H die Gleichung (3.24) erfiillt, dann erfiillt
auch H = H(—b, —w) diese. Bis auf eine Nullmenge erhélt man deshalb

Azso . d/{d / /ﬂ{wae }dde’d 1( )

Sle

= U / /ll{wae ydbdog_q(w),

Si-1 R

wobei Sifl die obere Halbsphére bezeichnet.
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Abbildung 3.2: Die Hyperebene H schneidet die Kugeln B4(0) und B(y), da der jeweilige
Abstand vom Mittelpunkt zur Hyperebene kleiner als ¢ ist.

Lemma 3.17. Fiir alle z,y € K ® B(0) mit ||x — y|| > 2¢ gilt

(d - 1)/‘1)51,1 1

i 5 A7(B) 1 K] 0 B ) K]) = o=yl

e—0+ 482

Beweis. Aufgrund der Isotropie kénnen wir annehmen, dass x = 0 und y = re; fiir ein
r > 0 gilt, wobei e; = (1,0,...,0)T € R? der erste Einheitsvektor ist. Die Abbildung 3.2

veranschaulicht, dass

A (BXO) N [Bi(re)]) = —— / /ﬂ{b|<s wy—t<e} db dog—1 (w) (3.25)

Sd 1 Rd

gilt. Zunédchst werden wir uns mit dem inneren Integral beschiftigen. Falls [b] < ¢ und
0< wTy — b < ¢ erhalten wir

min(wTy,e) wTy +¢€, falls — < wTy <0,
1 db — £, falls 0< wTy <e,
{—e<wTy<2e} ¢ — wTy’ falls e < wTy < %,
max(w?y—e,~e) 0, sonst.

Andererseits besagt der Fall |b| < & und —e < wly — b <0, dass

min(w”?y+e,e) 2e + wTy’ falls —2 < wTy < —&,
L T falls  —e <w'y <0,
{—2e<wTy<e} - e — wTy, falls 0< wTy <eg,
max(wTy,—e) 0, sonst.

Somit lésst sich (3.25) vereinfachen zu

e / max(2e — [wly|,0) dog_1(w).
Si-
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Als Niichstes wird die Darstellung w = cos(¥)e; + sin(d)v fiir ¥ € [0,7) und v € S Nel
verwendet, wobei el der zu e; orthogonale, (d — 1)-dimensionale lineare Unterraum ist.
Zudem gilt unter Beriicksichtigung von (2.2)

04_z(sin(9)A) = sin(9)4 2o 4_5(A)

fiir alle A € B(S4 1 Nnel), falls man S ! NeT als (d — 2)-dimensionale Einheitssphire mit
Borel-o-Algebra B(S¢" 1 Nel) interpretiert. Mit dem Satz von Fubini folgt nun, dass (3.25)
identisch ist mit

™

1
T sin(9)* 2 / max(2e — r|(cos(¥)e; + sin(¥)v) e, |,0) doy_o(v) dd
K
! Sd—1neT

jus

2
= sin(9)* 2 / max(2e — rcos(?),0) dog_2(v) dd
K
! 0 Sd—1neT

%
2(d — 1)ky—
_2(d =Dk / max(2 — r cos(d), 0) sin(9)* > dv
dlﬁ:d
0

s

_2(d = D)ka / (2¢ — 7 cos(¥)) sin(v)** dv
dlid
arccos(2£)

:2(d — 1)kg_1 [26

Nd—2 39
P sin(9)“=dd —r

cos(?) sin(9)* 2 dv|.

\w\a
\w\a

)

arccos( 278 ) arccos( =S

Benutzen wir die Eigenschaft
sin(arccos(z)) = V1 — 22, z € (—1,1),

so erhalten wir fiir die letzte Gleichungskette

b [ i o (1o (5) )
arccos(lf)
2(d — 1)Kq—1

—, 20T JRd1 (11 (c) — ﬂQ(g)).

dlid

Offensichtlich sind /; und I, stetig differenzierbar auf (0, r). Damit gilt

<Ili‘€))lz _251n<arccos <2f>)d_2(—\/1_1w72"> — i, e — 0+,
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und der Satz von L’Hépital liefert

I Li(e) L)y 4
lim ﬁ: lim —— = lim Q:f.
e—04+ 52 e—=04+ € e—04+ 1 r

Ebenso gelangen wir mithilfe des Satzes von L’Hépital und unter Beachtung von

ne = 0 () TR R0 ()

Cone k0T e
e—0+ g2 e—0+ 2¢ r2’

zu

I8
w

Daraus resultiert insgesamt

. 1 180 d d — (d — 1)Hd_1 1
lim A ([BX(0)] 0 [BE(ren)]) = T dng 1
Es bleibt zu zeigen, dass auch
1, (d= ka1
1 7Azso Bd N K N Bd N Kl|) =
si%h 4e2 d ([ E(x) ] [ a(y) ]) dﬁd ||x—y||

fiir alle z,y € K @ B4(0) gilt. Dafiir geniigt es zu untersuchen, dass

: 1 180 d d _
Jim S AF((BY) N K]0 [BX () N K)) = 0 (3.26)
fiir alle z,y € K & BZ(0) mit Bd(z) U B4(y) ¢ K gilt. Wir nehmen ohne Einschrinkung
an, dass z,y ¢ OK gilt. Dann existiert aber ein ¢ > 0, so dass entweder B (z) N K = {)
oder B%(y) N K = 0 vorliegt. Daher ist (3.26) bewiesen und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.18. Die Funktionen Iy und Iy aus dem Beweis von Lemma 3.17 werden
fiir den Beweis von Satz 3.1/ wichtig sein. Fiir diese werden Abschdtzungen nach oben
notig sein. Finerseits erhalten wir fir I, unter Verwendung von 0 < sin(z) < 1 und

arcsin(z) = § — arccos(z) fiir z € [0, 5] die Abschitzung

%
2
0<Ii(e) =2¢ / sin(9) 2 dv < 25(z — arccos ( < ))
) 2 =
arccos(i“xiy” )
, 2e 2me?
= 2¢ arcsin ( ) < ,
lz=yll/ ~ llz =yl
da arcsin konvexr mit arcsin(0) = 0 und arcsin(1) = 7 ist. Die Konvexilit von arcsin erfolgt
unmittelbar aus .
arcsin”(z) = —— >0
(-
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fir alle z € (0,1) und somit
arcsin(z) < gz

fir alle z € [0, 1]. Andererseits konnen wir anhand der Additionstheoreme sehen, dass

0< Ihe) = / cos(®9) sin(1)? 2 dv < / cos() dv
arccos( HIIQ%?!H ) arccos( ﬁ )

2 2 2 2
Sl—sin(arccos( c )):1— 1—( c ) < de 5
|z =y |z =yl lz —

wobei wir im letzten Schritt
1—22<V1-22 z € [0,1],
verwendet haben.

Insbesondere liefert Bemerkung 3.17 unter Beriicksichtigung des Beweises von Lemma
3.16 fiir € € (0, 1] die Abschétzung

1
4e2

d— 1)"‘3d—1 T+ 1
diqg ||z =yl

N§#(1B4) 1 K] 0 [B2y) M K)) < (3.27)
fiir alle z,y € K @ B{ mit ||z — y|| > 0.
Anschliefsend werden wir versuchen, eine Majorante fiir die Funktion

1

@]l{um—ylms}h(flf, Y)

aus (3.21) zu finden, um den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden zu konnen.
Dazu miissen wir die Funktion
e~ tAYP([BL(2)NK]) o~ tAF([BE(WNK]) _ o—tAF([Be(z,y)NK])

Jeo(w,y) = A%°([Be(z,y) N K]) — Ao([Bd(x) N K]) — A¥°([Bd(y) N K1)

gleichméfig nach oben abschiitzen. Dabei setzen wir K2 := {(v,w) € K? : v # w} fiir
K € K4,
Lemma 3.19. Es gilt fiir € € (0,1]
1 — e 2tlz—yll
Lje—yl>00 Lwy)e(xopi0)2y Jo(7,Y) < Lwwerwenpzy o0
und fiir e — 0+
1 — e—traollz—yl

Lje-yl>2e} L@ meenao)y (2, y) = Lewersy— olz — vl
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Beweis. Wir werden zunéchst zeigen, dass die Funktion

eV —e v

flv,w) ==

fiir alle v, w mit 0 < v < w die Bedingung

w—v

1—e™

w

flo,w) <

erfiilllt. Es geniigt zu untersuchen, dass f(v,w) in v monoton fallend auf [0, w) fiir alle
w > 0 ist. Falls diese Monotonie vorliegt, so folgt (3.28) mit v = 0. In der Tat ist

(3.28)

g o :e*”—e*w_ e™? :e*”—e*w—(w—v)e*“
811(’ ) (w—v)?2 w-—v (w—v)?
_ e '(1—(w—v))—e™
(w—wv)? '

Dann fiihrt die Abschitzung
1—e7? <z z >0,

zu
e (1 —(w—2v))—e¥ <e Ve W) _e7w =,

so dass f(v,w) in v monoton fallend auf [0, w) ist. Wir setzen nun
w = tAS([Bula,y) NK]), v = ¢(AF([BYa) 1 K]) + A([By) 1 KD)).

Daher miissen wir noch
eV W 1— ethHzfyH

t =
w—v vd,oHl’—yH

priifen. Aufgrund der Invarianz von A%° ergibt sich fiir alle x,y € K & B%(0) mit € > 0
Ag*([Be(z,y) N K]) = AG°([Bo(z,y)]) = vaollz — yll.

Falls nun v < w ist, erhalten wir unter Verwendung von (3.28) und der Monotonie von A%
fiir alle z,y € K & B4(0) mit ||z — y|| > 2¢ und € € (0, 1]

el — oW 1] —ew 1 — eftAff”([Bg(x,y)ﬁK])
t <t = .
w—v w Ao ([Be(z,y) N K])
1— e*tA?n([Bﬂlac—yH(%)]) 1 — e~ 1.0 Vi(BY|lz—yl|
<1=C —
Age([Bo(z, y)]) Yaollz = yll

Falls aber andererseits v > w gilt, so liefert (3.28) ebenfalls fiir alle z,y € K & B%(0) mit
|z —y|| > 2¢ und € € (0, 1]

eV et e _ev ] _e ] — e AR (BA)NK) A (BL)NKD)
t =t <t = — .
w—v v-wo T Age([Bd(x) 0 K]) + Ag°([Bd(y) N K])
1 — e_QtAZSO([Bg(O)]) 1 — e_ztE'Yd,O Vi (Bil) 1 — e_t’Yd,O Vi (Btli)l‘x_yH

< — < <
—AP(B(ry) KD T qaelle =yl T yaellr =l
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Wegen

(d

Yka_1k1 drg

d 0
ta0 Vi(Bi) = (‘f)/@dno Kd—1 =2
und
A ([Be(w,y) N K]) = qaolle —yll, &= 0+,
fiir alle (z,y) € K folgt die Behauptung. O]

Mit dem bisher Gezeigten ldsst sich nun eine Majorante fiir ﬁ]l{nx—ylbzg}h(x, y) finden
und einen Beweis zu Satz 3.14 angeben.

Beweis von Satz 3.14. Die Giiltigkeit von (3.18) folgt aus den Rechnungen zu (3.20) und
(3.21) fiir allgemeine MaRe A4. Damit sei nun Ay = A%°. Wir haben gesehen, dass

E[Va1(Yk())*] = lim — / / Lfjo—yj<oey (2, y) dz dy

e—0+ 462
K@Bd(o) KoB4(0)

+ lim — / / Ly y|\>2s}h(x y) dz dy

e—0+ 482
K®BL(0) KoBL(0

mit
h(z,y) =1 = 2(1 = Ty, (BL(2) N K)) + 1 = Ty (B (2) U BE(y)) N K)
gilt. Hierbei hat Lemma 3.16 gezeigt, dass
lim — / / Lgjo—y|<2e3h(z,y) dzdy = 0,
K®BZ(0) K&B2(0)

womit der erste Summand keinen Einfluss auf den Grenzwert hat.

Es gilt
/ / Ljo—y|>2e3h(z,y) do dy = / / L (jomy|>2e3 (7, y) dz dy
K®B2(0) KoBL(0) K®B2(0) KoBL(0)
fiir

h(z,y) ==1— (1 = Ty, )(Bx) N K)) — (1 — Ty 1y (BL(y) N K))
+ 1= Ty »((Bd(x) U Bi(y)) N K).

Wenden wir nun Lemma 3.19 und (3.27) auf (3.23) an, dann bekommen wir fiir alle z,y €
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K @ B4(0) mit ¢ € (0, 1]

L{joy>2e3 il )
1 _ e—tAgsv([Bg(x)mK]) _ tAiso([Bd(x) NK])+1— e~ tAGF(BEW)NK]) _ tAZSO([Bgd(y) N K))
— Tyyen (B () U B (y)) N K) + t(AG°([BZ () N K]) + AZ°([BZ (y) N K]))
(d—1Drgy T7+1 1— e—%llr—yl)
diq  [lz =yl vaollz —yll
(r+1)(d —1)kg_1 1 — e—%lz—M)

SE2]L{(av,y)e(KeanP} <t2AilSO([Bﬁ)2 + ZtZAZSO([Bld])Q +

262]1{(90,7;)60{@3?)2} <12t2 —+

dkq Yaollz — yl?
_ .2 o (Mt 1D(d-1)1— e~ el 2
=£ ]]'{(x,y)E(KGBBfP} <12t + 9 H.I — y”2 ) 3 g(f)fv Z/);

indem wir noch von

z z 1
|1—e2—z|:‘/ew—1dw’§/wdw:222, z >0,
0 0

Gebrauch gemacht haben. Es wird als Nachstes gezeigt, dass die Funktion g Lebesgue-
integrierbar ist. Es gilt ndmlich unter Verwendung von sphérischen Koordinaten und des
Satzes von Fubini

g(x, y)dx dy
Ré R4
_ e 2tllz—yll
=12t* V4(K @ BY)? + r+Dd-1) d 1 / / P dz dy
x J—
K®B{ K&B{
T+ 1)(d—1 1 o2l
=12t>V4(K © B))? + ()2()//]1[(@311(1' + y)nK@Bii(y)W dz dy
Ré RY
T+ 1)(d—1 1 — e 2l
=12t*V4(K © BY)? + ( )2( ) / B /]lK@Bii(x—i-y)]lK@Bf(y) dy dx
Rd

74+ 1)(d—1) [1—e 2=l
=12t*V4(K ® B))? + ( 2( ) / EE Trong(r) dz

dd—1)(m+ 1)k [ [ 1—e2r
=12t*V4(K © B))* + ( )(27r ) d/ / TVK@Bg(ru)rdfl dvg_1(u)dr,
0 gd-1

wobei
r(2) = Va(K N (K @ {z}), z€eR

55



das Kovariogramm von K bezeichnet, siche Definition 4.1. Uber das Kovariogramm wer-
den wir im néchsten Kapitel ausfiihrlich diskutieren. Offensichtlich kénnen wir aus der
Definition die Abschitzung

’VKGBBf(Tu) < ]1{0<r§diam(K@Bgl)} Va(K @ Bf)
fiir alle u € S4 1 ableiten. Daher haben wir

/ / (1-— e*m)%{@B? (ru)r®3 dvg_y (u) dr

0 gd-1
diam(K®BY)

< Vyu(K @ BY) / / (1 —e 23 dyy_y (u) dr
0 Sd-1
diam(K®BY)
< Vy4(K @ BY) / 2tri=2 dr
0
Srvd(K@B)dlam(KEBB) < 00

und erhalten insgesamt, dass

//g(x,y) drdy < .

Rd Rd

Deswegen ist der Satz von der majorisierten Konvergenz anwendbar. Dies fiithrt uns mithilfe
von Lemma 3.17 und 3.19 zu

E[Va-1(Yk(t))’] _51_1}&472 / / Lja—yj>2y i, y) dr dy

K®BZ(0) K&B2(0)

tQAzso Bd d—1 _ 1 1— —tya,0llz—yl|
:// d il +( )Kd—1 € dz dy
drg lz =yl vaollz —yll

K
e—tvaollz—yll
=2 V(K // dx dy,
I —

wobel wir
—1 Aiso d _ —1 150 d —1 __ AiSO d
613&5 A°([Bé(z) N K]) = 513&6 eAF([Bf(z) ne ' K]) = AF°([B]])

verwendet haben.
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Bemerkung 3.20. Man macht sich schnell klar, dass man anhand des Kapazititsfunk-
tionals jedes beliebige Moment der Gesamtoberfliche von Yi(t) fir K € K¢ und t > 0
berechnen kann. Die Formel von Sylvester (Inklusion- Exkursion-Prinzip) liefert zusammen
mit dem Satz von Fubini fir alle k > 3

E[Vd_l(YK(t))’“]
el [ o)

KoBZ(0)
L d
_el—>0+ (2e)k / (ﬂ{YK )N B () # @})
(KeBZ(0))*
1 k
JR— 3 _ d _ k
N Ego+ (2e)F / 1 P([_LJl{YK(t) N BZ(x) @}) dx
(KeBg(0))* -
k
. 1
=l / 1= Y Pt 0 Biw) = 0})dot
e50% (2e)* - e |
waitor i)
k
. 1
= lim 5 / 1-— Z(_l)LFl Z 1— TYK(t)(U Bg(l'z) N K)d])k’
e504 (2¢)k g e -
waitor g

wobei dz* als dxq - - - day 2u verstehen ist.

Nach Korollar 3.15 haben wir gesehen, dass die Varianz der Gesamtoberflache von Yy ()

die Gleichung
-1 1 — e~tvaollz—yll
Var(Va_1(Yk(t) / / ;— dzdy
lz =yl

erfiillt. Wie im Beweis zu Satz 3.14 wenden wir darauf sphérische Koordinaten an und
erhalten

Var(Va_1(Yk(t))) = d(d_Ql)Hd/ / VK(ru)(l — e*t”“v”)rd*3 dvg_1(u)dr.
0 gd-1

Im kommenden Kapitel werden wir uns insbesondere fiir die Asymptotik der Gesamtober-
flédche eines lokalen STIT Mosaiks Y, () in einem wachsenden, konvexen und kompakten
Beobachtungsfenster Kr := R- K, R — oo, interessieren, wobei wir zusétzliche Vorausset-
zungen an K stellen. Eine Moglichkeit wird sein, das asymptotische Verhalten des eindi-
mensionalen Kovariogrammes v (- 1) : Rsg — Rsg, u € S9!, in 0+ zu untersuchen.
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Kapitel 4

Das Kovariogramm

In diesem Kapitel untersuchen wir das Kovariogramm eines konvexen Kérpers K € K?. Da-
bei interessieren wir uns fiir eine Taylorentwicklung des eindimensionalen Kovariogrammes
in 04. Tatséchlich kénnen wir fiir gewisse konvexe Korper, die einen k-mal stetig differen-
zierbaren Rand mit strikt positiven Hauptkriimmungen besitzen, ein Taylorpolynom der
Ordnung k& > 3 in 0+ angeben. Schlieflich finden wir einige Anwendungsbeispiele in der
Stochastischen Geometrie, in der eine Taylorentwicklung des eindimensionalen Kovario-
grammes niitzlich ist.

4.1 Asymptotische Entwicklungen des Kovariogrammes

Zunéchst werden wir den Begriff des Kovariogrammes und der isotropierten Mengen-Ko-
varianzfunktion fiir konvexe Korper einfiihren.

Definition 4.1. Es sei K € K? gegeben. Dann heifst die Funktion vk : R? — Rsq mit

Tk (y) = Va(K N (K @ {y})) (4.1)

das Kovariogramm von K.
Weiterhin ist 7 : Rso — R mat

T (r) = / e (rt) vy (1) (1.2)
Sd—1

die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion von K.

Aus der Definition des Kovariogrammes erhilt man unmittelbar
0 < yx(y) < Vx(0) = Vg(K)  fiir alle y € RY, (4.3)

wobei hier wieder 0 der Nullvektor in R ist. Aukerdem sieht man leicht, dass g fiir ein
K € K? eine stetige, gerade und isometrieinvariante Funktion charakterisiert. Die letzten
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beiden Eigenschaften bedeuten, dass vx die Bedingungen v (y) = vk (—y) fiir alle y € R?
und v,k = 7Yk fiir alle euklidischen Bewegungen g erfiillt, wobei eine euklidische Bewegung
entweder eine Spiegelung, eine Rotation oder eine Translation darstellt. Fiir den Fall d = 1
bekommen wir mit K € K!

Yr(y) =Vi(K) =y, |yl < Vi(K).

Daraus schliefen wir, dass das Kovariogramm von K € K! in y = 0 nicht differenzierbar
ist, aber dennoch eine Taylorreihe in y = 0+ besitzt. Die Nicht-Differenzierbarkeit fiir
d > 2 wurde insbesondere in [21] verifiziert. Wir betrachten nun das eindimensionale
Kovariogramm vx (- u) : Rsg — Rxg, 7x(ru) = Va(KN(K & {ru})), fir eine feste Richtung
u € 81 und K € K¢ mit d > 2. Dazu sagen wir, dass g eine Taylorentwicklung in 0+
besitzt, falls das eindimensionale Kovariogramm g (- u) eine Taylorentwicklung in 0+ fiir
alle u € 8% hat.
Zunichst betrachten wir den Spezialfall K = B{.

Lemma 4.2. Die Taylorreihe von ’YB;i(‘ u) in O+ ist fiir alle u € STt gegeben durch
Yoo (ru) = kg + Y carpr 1, (4.4)
=0
falls r < 2, und VB‘{(TU) =0, falls r > 2. Die Konstanten cspy1, £ > 0, sind durch

2041

9
Coty1 = 2ﬁd—1W(0+)
mit
1
g(t) :== /(1 - l‘Q)% dz
1
2
bestimmdt.

Falls d sogar ungerade ist, ist die Taylorreihe in (4.4) endlich mit

i
Coyt1 = ﬂd1(2£+1)24< i )

fir alle £ < % und coprq = 0 fiir alle £ > %.

Beweis. Das Prinzip von Cavalieri fithrt uns zu

1
Ypa(ru) = 2Kq-1 /(1 - $2)% dr = 2k4-19(r) (4.5)
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fiir alle u € 84! und r < 2. Es ist leicht zu sehen, dass die Funktion g glatt auf (0, 00)

mit erster Ableitung
9. d—1

T

ist. Diese Funktion ist gerade und besitzt eine Taylorreihe in r = 04. Damit ist der erste
Teil der Behauptung bewiesen.
Wir nehmen nun an, dass d ungerade ist. Dann ergibt sich

d—1

5
_ 2041
Vi (ru) = kg + Z Cops1 T
=0

fiir alle u € S und r < 2. Wenden wir die Integraldarstellung aus (4.5) an, folgern wir,
dass

a1 1
2 a1
Ypa(ru) = 2k4-1 Z(—1)5< Z >/x25dx
=0 v
2
5 5 (_1)€ % . 7 2041
- ”d1£_02£+1< ¢ >[ _(§> }
N A
_ P
= hat R ) 1)2€( ( )T
=0

fiir alle u € S und r < 2 gilt. Hier bemerken wir, dass die Reihe die Gleichung

Z (—1) it [ e

2K4_1 < 2 )—Qﬁd_l/(l—x)2dx—/<;d

— 2041\ /¢ /

erfiillt. Dies liefert die Behauptung. Ol

Der Beweis hat insbesondere gezeigt, dass die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion
von B¢ durch

oo

_ B 2041

Vpa(r) = Kka + g Cor17" r<2,
=0

bestimmt ist, wobei die Konstanten coy1 wie in Lemma 4.2 zu wéhlen sind.
Darauf aufbauend untersuchen wir nun das Kovariogramm eines affinen Bildes von B¢,
d.h. eines Ellipsoides, welches durch

Eug:={zeR?: 2"Qz <1} (4.6)

definiert ist, wobei Q € R%* eine positiv definite Matrix ist. Es soll daran erinnert werden,
dass @) eine Quadratwurzel in Form von ()2 besitzt. Weiterhin sieht man leicht, dass fiir
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Q = R~?I; mit R > 0 vor allem Eag = B}%(O) gilt, wobei hier I; die Einheitsmatrix in R9*¢
beschreibt. Unter Verwendung von Lemma 4.2 sind wir in der Lage, das Kovariogramm und
die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion von E, o anzugeben. Dabei bezeichnet det A die
Determinante von A € R%¢ und inr K den Inradius von K, den gréfiten Radius einer Kugel
mit B, (x) C K fiir ein z € K.

Lemma 4.3. Das Kovariogramm von Eg¢ ist fir alle w € ¥ und r > 0 durch
_1 1
Va0 (TU) = (det Q) 2’7]3‘11 (T(QQU)) (47)

gegeben.
Falls r <inrEq ¢ gilt, dann erfiillt die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion von Eq ¢
die Eigenschaft

Va0 (r) = (det Q)_% (/‘éd + Z d2£+17’28+1)

=0
mit
1
dopy1 = Cart1 / 1Q>ul* " dvg_1(u)
Sa—1

fiir alle £ > 0, wobei die Konstanten copiq, £ > 0, denen aus Lemma 4.2 entsprechen.
FEbenso ist die Taylorreihe in (4.7) endlich, falls d gerade ist.

Beweis. Das Lebesgue-Maf unter einer linearen Transformation liefert fiir alle » > 0 und
ue St

VEao (ru) = Vyq (Eva N (Eva D {TU}))
=V (Q BN (Q 2Bl & {Q2Q3ru}))
= det (Q2)ypy (r(Q7w))
= (det Q) 2yy (r(Q2u)).

Darauf wenden wir den Satz von der majorisierten Konvergenz und Lemma 4.2 an und
bekommen fiir die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion

Teaolr) = [ o) dvass(a)
Sd—l
= (det Q)= / ’YBf(T(Q%U))dVd—l(U)

Sd—1

= @) [ (@b 2 Javost)

Sd—1

1 -
= (det @) * (Iid + Z Cop 1T / Q2w * dl/d_l(u)>
=0 Sd—1
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V(K u)

K Ko{ru}

Abbildung 4.1: Das Kovariogramm von K € K¥ in Richtung v € S*! mit k > 3.

fir alle » <inrE; ¢ und die Behauptung folgt. O

Wir haben gesehen, dass fiir vg, , (- u) eine Taylorreihe in 0+ fiir alle u € S4! und fiir
alle positiv definiten Matrizen @ € R%*? existiert. Da jedes Ellipsoid einen glatten Rand
mit strikt positiven Hauptkriimmungen besitzt, stellt sich die Frage, ob wir eine Taylor-
entwicklung der Ordnung k£ > 3 fiir konvexe Korper mit k-mal stetig differenzierbaren
Réndern und strikt positiven Hauptkriimmungen erhalten kénnen. Im Folgenden werden
wir eine positive Antwort liefern.

Wir bezeichnen mit K¥ fiir & > 2 das Mengensystem aller nichtleeren konvexen Kor-
per, deren Rénder k-mal stetig differenzierbar und deren Hauptkrimmungen strikt positiv
sind. Weiterhin bezeichnet u' der orthogonale lineare Unterraum und K|ut steht fiir die
orthogonale Projektion von K auf u*. Wir nehmen an, dass K € ICi fiir kK > 3 gilt. Dann
veranschaulicht Abbildung 4.1, dass

v (ru) = Va(K) — Vgq (K‘ul)r + o(r), r— 0+, (4.8)

fiir alle u € S¢1 gilt, wobei o(r) eine Funktion g : R>q — R mit lim sup # = 0 beschreibt.
r—0

Dabei ist der Fehlerterm die Summe der in leicht grau gefiarbten VoluI;rlina in Abbildung 4.1,
und wir werden spéter sehen, dass dieser langsamer als eine lineare Funktion fiir r — 0+
wéchst. Die Taylorentwicklung erster Ordnung in (4.8) wurde fiir allgemeinere Mengen mit
endlichem Perimeter in [21] verifiziert. In den nachfolgenden Ausfithrungen werden wir den
Fehlerterm in (4.8) untersuchen.

Fir K € K%, k > 3, gibt es fiir alle z € 0K eine Umgebung um z in 9K, so dass
OK durch eine strikt konvexe Funktion f, approximiert werden kann, siehe [55] fiir mehr

Details. Die Konstruktion der Funktion f, funktioniert wie folgt:
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Fiir eine lokale Parametrisierung von K, vielmehr von 0K, verwenden wir Zylinderkoor-
dinaten. Dafiir schreiben wir R¥! = Ry, x 842 mithilfe von sphirischen Koordinaten.
Somit parametrisieren wir R? = (Rsg x S¥?) x R und identifizieren einen Punkt in R¢
mit (yv, z), y € Rsg, v € 8472, 2 € R. Zusiitzlich interpretieren wir ohne Einschrinkung z
als Ursprung und identifizieren die Stiitzhyperebene von 0K in x mit {z = 0} derart, dass
K im Halbraum {z > 0} liegt. Dann sagt [55, Lemma 2| einschlieflich der dort genann-
ten Referenzen, dass eine Umgebung um x in 0K existiert, so dass 0K durch eine strikt
konvexe Funktion f, mit der Eigenschaft

2= fo(yv) = ba(v)y? + bs(v)y® + ... + bp_1 (V)Y + O(YF), y — 0+, (4.9)

approximiert wird. Hier steht O(y*) fiir eine Funktion g : R>g — R mit lim sup % e R,
y—0+
die unabhéngig von = und v ist. Fiir den Fall d = 2 kann (4.9) sogar zu

2= fo(yv) = ba(v)y* + bs(v)y* + ... + bk(v)yk + o(yk), y — 0+, (4.10)

verschiirft werden. Dabei charakterisiert o(y*) eine Funktion g : R>¢ — R mit lim sup % =
y—0+
0, welche zusétzlich unabhéngig von v, aber nicht unbedingt unabhingig von z ist. Die

Koeffizienten by(v), bs(v), by(v), . .. sind stetig in v fiir festes 2 und durch eine von z und
v unabhéngige Konstante beschrinkt. Zudem sind b, by, bg, ... gerade und bs, bs, b7, . ..
ungerade Funktionen auf S¢~2. Bei geeigneter Wahl des kartesischen Koordinatensystems
in R4 kann der Koeffizient by(v) in der Gestalt von

1 T \2
be(v) = 5 ; ko(x) (v"er) (4.11)
vereinfacht dargestellt werden, wobei ky(z), ¢ € {1,...,d— 1}, die Hauptkriimmungen von

0K in x sind und e, den /-ten Einheitsvektor in R?~! beschreibt.

Wir wenden uns dem Fall d = 2 zu. Offensichtlich gilt S° = {—1, 1}. Wir werden spéter
sehen, dass die Taylorentwicklung in (4.8) prézisiert und durch die Taylorentwicklung der
Ordnung k 4+ 1 von vk in 0+ ersetzt werden kann, falls K € ICﬁ mit k > 2 gilt. Dafiir
bezeichnet im Folgenden z(+u') € OK fiir u € S' den eindeutig bestimmten Punkt,
dessen #uRerer Normaleneinheitsvektor u* mit der Eigenschaft u” (rc( + uL)) = ( ist. Im
Gegensatz zu (4.8) ist u* hier als ein Vektor in R? zu verstehen. Unter Beachtung von (4.8)
und Abbildung 4.1 miissen wir die zwei in leicht grau gefiarbten Fldchen berechnen. Und
um diese zu berechnen, verwenden wir laut Voraussetzung die asymptotische Entwicklung
aus (4.10). Ohne Einschréinkung untersuchen wir nur den Fall z = z(u') und sehen diesen
Punkt als Ursprung an. Die zu x gehdérende Fliache wird durch

i(r)

/fx(y) dy + / foly —7)dy (4.12)
i(r)

0
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approximiert, wobei
Foy) = bay® + b3y + o+ byt o(yh), oy =0,

mit gewissen Konstanten by > 0 und bs,..., by € R gilt. Ferner beschreibt i(r) € (0,7)
ohne Einschrinkung den Schnittpunkt von g, und g, (- — r) mit

9:(y) == boy? + bsy® + ...+ bpy®, y € R.

Falls die Funktion g, von der Form

k
gB)= D by’ yER,
p=2

p gerade

ist, so ergibt sich unmittelbar i(r) = %.

Im Folgenden werden wir die Taylorentwicklung der (k — 1)-ten Ordnung von ¢ in 0+
angeben. Dazu miissen wir zunéchst noch die Existenz einer solchen Entwicklung zeigen.
Nach Voraussetzung ist die Funktion g, strikt konvex auf [—r,r| fiir hinreichend kleines
r und kann deshalb dort nur ein lokales Minimum, nédmlich das in y = 0, besitzen. Dann
ist aber die Funktion h(r,y) := ¢.(y) — g.(y — r) streng monoton steigend auf [0, 2r] fiir
ein festes, aber hinreichend kleines r und somit kann i(r) nur eine einfache Nullstelle von
h(r, -) sein. Folglich besagt der Satz von der impliziten Funktion, dass ¢ eine Taylorreihe
in 0+ auf (0,2r] fiir hinreichend kleines r besitzt. Um das Taylorpolynom 7, von i der

Ordnung ¢ < k — 1 zu bestimmen, reicht es demnach aus, den Fehler
|h(r, To(r) + O(THI)H

fiir » — 04 zu minimieren. Dieses Problem ist durch folgende Iteration eindeutig l6sbar:
Zunichst schreiben wir i(r) = my - r + O(r?) fiir r — 0+. Das Einsetzen in die Funktion
h(r, -) liefert

h(r,i(r)) = pr[(ml 14+ O)P = (0(r?) — (1 —mq) - 1), r—0+. (4.13)

p=2

Wir wéhlen nun m, so, dass der Fehler in (4.13) minimal wird, d.h., der quadratische Anteil

muss verschwinden. Fiir m; = 3§ ergibt sich h(r,i(r)) = O(r®) und fiir m; # 3 allerdings

h(r,i(r)) = O(r?), falls r — 0+ gilt. Damit erweitern wir i(r) zu
i(r)=g+m2-r2+(9(r3), r—0+.

Wie eben minimiert man den Fehler, so dass h(r,i(r)) = O(r?) fiir r — 0+ gilt, d.h., der
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kubische Anteil muss eliminiert werden. Wir erhalten

\P
h(r,i(r)) = pz_:prz +mg -1+ O(r3)) - (mg r? + O(r?) — 5) }
b L P\ [T p—aq
=230 % (0)(5) (meert+ 00)
p=2 q=1
q ungerade
2by (%) Limar + 28y (f)3+0( 1)
)2 T s) g "
3

= 2b2m27‘ + 2b3 <g) + 0(7’4), r— 0+

Lost man die Gleichung
b
2b2m2 + 23 =0

nach my auf, so ist der Fehler minimal fiir my = —2*. Fiir jeden weiteren Koeffizienten

eines Ordnungsterms ist lediglich eine lineare Glelchung mit einer Unbekannten zu 16sen,
die wegen by > 0 immer losbar ist. Induktiv ergibt sich damit fiir jedes ¢ € {3,...,k — 1}
die Taylorentwicklung von ¢ in 0+ mit

¢
b .
i) =5 = gt Doy £ 00,0 (4.14)

Lemma 4.4. Fir alle { € {3,...,k— 1} gilt

T b3

i(r) ==

5 8b22+ Z m;rd + O(r'th), r—0+.

i gerade

Beweis. Nach der von oben vorgestellten Iteration erhalten wir fiir ein beliebiges, aber
gerades ¢ € {2,...,k — 1} die Taylorentwicklung der Ordnung ¢ von ¢ in 0+ in der Form

¢
b .
i(r) = g — —8527’2 + E m;rd + O(r'th), r — 0+,

wobei fiir £ = 2 die Summe gleich null gesetzt wird. Setzen wir dies in die Funktion h(r, -)
ein, dann erhalten wir fiir r — 0+

Ek: Ep: ( ><;>q< 81)52 2+Zmﬂ9—|—(/)( H1)) -
=2 q=1 j=3
q ungerade

—226 > ()& e +Zmﬂ”) Tout)

q=1
q ungerade
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Fiir £ = 3 ergibt sich

h(r,i(r)) = Zibp zp: <P> (g>q< - 8();27’2 + m37’3)p_q +0@®),  r—=0+.

q ungerade

Nach der oben genannten Iteration zur Taylorentwicklung von ¢ in 0+ muss der Koeffizient
des Monoms 7* verschwinden. Der Beitrag von p = 2 zu diesem Koeffizienten ist gerade
byms. Fiir p > 3 liefert das Ausmultiplizieren von

7\ b3 s\P1_ 1 — (P4 bs P=q=5,.q,25,.3(p—q—s)
&) (gt emr) =g (7,7 () et
p—q
_ i (p - q) ( _ ﬁ)smgqusrqﬂs%(%q%)
2q S 8by
s=0

ein Polynom, welches nicht das Monom 7% enthalten kann. Denn fiir ¢ = 1 ergibt sich
zwangslaufig s = 0 und p = 2. Dies liefert aber ein Widerspruch zu p > 3. Des Weiteren
ist fiir ¢ = 3 der Exponent ungleich 4. Also muss ms3 = 0 gewdhlt werden. Wir nehmen an,
dass die Behauptung fiir ein gerades ¢ € {4,...,k — 2} gelte. Wir setzen

jr ).f—@r + Z mjrl

J gerade

und erhalten fur ¢ + 1

=2 3 ()(3) (o0 meart) - ou

qg=1

q ungerade
k P D P—q D—q\ [\
. s p—q—s 3
=23 3 (D)2 (7)) (5) sy brear sy v 06ty
p=2 q=1 s=0
q ungerade

fiir r — 0+4. Ebenfalls besagt die oben vorgestellte Iteration zur Taylorentwicklung von ¢ in
0+, dass der Koeffizient des Monoms 72 verschwindet. Wie oben ist der Beitrag von p = 2
durch bymyy1 gegeben. Wir miissen somit nur noch zeigen, dass der Grad jedes Monoms
des Polynoms

l
T\?. s —q—s r\ 49 s
<§> G(r) (mesy PP = (§> <_%T2+ Z; m; T]) )P
jgerade

niemals £ + 2 sein kann. Wir zeigen dies mit Widerspruch. Wir nehmen an, dass der Grad
eines Monoms des letzten Polynoms ¢+2 ist. Demnach existiert ein n € {2s,4s,6s,...,0-s},
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so dass dieser Grad die Gleichung
g+n-s+{l+1)p—qg—s5)=0+2 (4.15)

erfiillt. Offensichtlich gilt dann p — g — s € {0,1}. Fiir p — ¢ — s = 0 ist die linke Seite
in (4.15) ungerade. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass ¢ + 2 gerade ist. Weiterhin
ergibt sich fir p — ¢ — s = 1 die zu (4.15) dquivalente Gleichung

qg+n-s=1

Damit folgt per Voraussetzung, dass n = 0 und ¢ = 1 gilt und somit s = 0 und p = 2. Dies
ist aber ein Widerspruch zu p > 3. O

Mit der Taylorentwicklung von 4 in 0+ koénnen wir nun die in (4.12) angegebene Fléche
berechnen, die uns im néchsten Satz eine Taylorentwicklung von g in 0+ liefern wird.

Satz 4.5. Es sei K € lC’fIr mit k > 2 und d = 2 gegeben. Dann ist fiir gewisse Konstanten
asy(u), £ € {3,...,k + 1} ungerade, die Taylorentwicklung der Ordnung k 4+ 1 von vk in
0+ durch

k+1
v (ru) = Vo(K) — V4 (K‘uL)r + Z ag.e(u)rt 4 o(r*1), r — 0+,
=3

{ ungerade

fiir alle uw € S* gegeben. Insbesondere erhdlt man fiir alle u € S*

a23(u) = i(kl(x(uﬂ) Fhia(-u) > 0.

Beweis. Wir wihlen ein u € S'. Unter den obigen Voraussetzungen kann 0K in z(+u')
durch eine strikt konvexe Funktion f,i,1) wie in (4.10) approximiert werden. Wir be-
schriinken uns lediglich auf den Fall x(u"), aber die Rechnungen bleiben fiir z(—ut) giiltig.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist z(u') der Ursprung. Es gilt

Z(T) r

0 i(r)

zu berechnen. Dank Lemma 4.4 wird eine asymptotische Entwicklung von ¢ in 04 beschrie-
ben durch

+ m; ! + O(rF), r — 0+,
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wobei insbesondere my = —5732 gilt. Dies liefert uns

r

(r)
0 )

i(r

k—1 )

.

S mrd
Jj=2

j gerade r
- [ hewus [ L0
0 k=1 .
5+ X myr
J=2
j gerade
k k-1 k—1
b A\ ptl p+1
DR R SR A S R
p=2 p + =2 j=2
j gerade j gerade
k p+1 k—1
b p+1 7\ 4 A\ PHl—gq
oN- b () ) -
S ol R [ON SRt R
p=2 q=1 j=2
q ungerade j gerade
k+1
- Z dp(x(uL))rp + O(Tk+1)7 r— O+7
p=3

p ungerade

fiir gewisse Konstanten a,(z(u")), p € {3,...,k + 1} ungerade. Die Konstante as(x(u’))
ist fiir eine geeignete Wahl des Koordinatensystems durch

as(z(ut)) = ikl(ﬂf(uﬂ)

gegeben. Man zeigt nun eine entsprechende Reihendarstellung fiir (—ut) und setzt
azp(u) = ap(x(u)) + ap(z(—u™))
fir alle ungeraden p € {3,...,k + 1}. Dies liefert mit (4.8) die Behauptung. O

Bemerkung 4.6. Die Taylorentwicklung aus Satz 4.5 korrigiert die aus [9, Remark 2.2
b)]. Weiterhin liefert unsere Methode eine bessere asymptotische Entwicklung als die in [9]
und [54] vorgestellten Entwicklungen.

Bemerkung 4.7. Man kann sogar den Koeffizienten as 5(u) mittels der von x(%u') abhdin-
gigen Konstanten by(x(Fub)), b3(z(Eut)), by(z(E£ul)) aus der asymptotischen Entwick-
lung in (4.10) gewinnen. Eine einfache Rechnung mit Maple fihrt zu

tya(a) = PEED) Huacu)) b)) be(—ut)
20 80 64by(z(ul))  64by(z(—ul))’
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Abbildung 4.2: Das Kovariogramm eines Rechteckes in Richtung u.

In Satz 4.5 haben wir gefordert, dass K € IC{“F fiir £ > 2 gilt. Verzichten wir nun auf die

Voraussetzungen, dass K € K? keinen 2-mal stetig differenzierbaren Rand und keine strikt
positiven Hauptkriimmungen besitzt, so erwarten wir, dass das Kovariogramm g eine
andere Darstellung als die aus Satz 4.5 vorweist. Zumindest macht das folgende Beispiel
deutlich, dass das eindimensionale Kovariogramm eines Rechteckes einen quadratischen
Anteil enthélt.

Beispiel 4.8. Sei K ein Rechteck mit den Eckpunkten (0,0), (a,0), (a,b), (0,b) fira,b >
0. Wegen (4.8) bekommen wir vorab die asymptotische Entwicklung

v (ru) = ab — (11 + m2)r + o(r), r — 0+,

wobei T und o die orthogonalen Projektionen der Kanten des Rechteckes auf den Unter-
raum u beschreiben, siehe Abbildung 4.2. Fiir 71 ergibt sich der Wert

71 = beos(p(u))

und fiir T hingegen der Wert
T , . .
Ty = acos (5 - gp(u)) = asin(m — p(u)) = —asin(—¢(u)) = asin(p(u)).

Dabei ist p(u) € [0,27) der durch u eindeutig bestimmte Winkel mit der Abszisse. Wir miis-
sen wie oben die in leicht grau gefdrbten Dreiecksfldchen berechnen. Eine leichte Rechnung
mithilfe der Abbildung 4.2 liefert fiir eine Dreiecksfliche den Wert

1

5 cos(p(w) sin(p(u))r®
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und damit erhalten wir
Vi (ru) = ab — (asin (¢(u)) + beos (p(u)))r + cos (p(u)) sin (¢(uw))r?, r < min (a, b),

fiir alle u € S*. Wir stellen hier fest, dass der letzte Ordnungsterm quadratisch und nicht
kubisch wie in Satz 4.5 ist.

Wir méchten jetzt den Satz 4.5 auf beliebige Dimensionen d > 3 erweitern. Dafiir defi-
nieren wir die Menge P(u) := {z € K : n(z)"u = 0} und bezeichnen hier mit H¢2 das
(d — 2)-dimensionale Hausdorff-Maf auf P(u), wobei n(z) der dukere Normaleneinheits-
vektor im Punkt x € OK. Weiterhin parametrisieren wir den Tangentialraum von K im
Punkt z € P(u) unter Verwendung von sphirischen Koordinaten mit Rsy x S472(z), wo-
bei §72(z) die (d — 2)-dimensionale Einheitssphiire mit Mittelpunkt z im Tangentialraum
identifiziert. Uberdies definiert (s,v(u,z)) € Rsg x 84 (z) den eindeutig bestimmten
Punkt mit der Eigenschaft sv(u,z) = u.

Satz 4.9. Es sei K € le“F mit k > 3 und d > 3 gegeben. Dann ergibt sich fir gewisse
Konstanten age(u), £ € {3,...,k} ungerade, eine asymptotische Entwicklung von ~yg in
0+ mattels

k
Vi (ru) = Va(K) = Vo (K|u)r + Z age(u)rt + O(r* ), r — 0+,

éu de

fiir alle w € 841, Fiir die Konstante ag3(u) gilt insbesondere
2 d— d—
agz(u) = Y Z / o(x) (U(u,x)Teg) dH 2(3:) >0, uwe St

Beweis. Wir geben uns ein u € 8¢~ mit x € P(u) beliebig vor. Unter den obigen Voraus-
setzungen sind wir in der Lage, (4.9) wie folgt anzuwenden:

Wir betrachten dazu v(u, r) € S*2(x) wie oben. Zusitzlich beschreibt (y, f.(yv(u, x))) die
Raumkurve, welche den Rand 0K im Punkt x in Richtung v(u, ) approximiert. Diese ist
gegeben durch

fe(yv(u, ) = by(v(u, 2))y? + bs(v(u, 2))y> + ...+ b1 (v(u, 2))y" ™ + O@Wr), y— 0+,

wobei by(v(u,x)) ohne Einschriankung wie in (4.11) definiert ist. Dabei wird der Fehler-
term O(y*) unabhiingig von x und v(u, z) gewihlt. Die Fliche A(r,v(u,x)) zwischen den
Raumkurven (y, f.(yv(u,z))) und (y, fo((y — r)v(u,z))) approximiert die Fliche K und
K & {ru} in Richtung v(u, ) und lésst sich mit der gleichen Argumentation wie im Beweis
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von Satz 4.5 anhand von

i(r) T
A(r,v(u, x)) = /fx(yv(uw))der/fx((y—r)v(%fr))dy
0 i(r)

k
— Z ZL@(%‘)T’Z + (’)(Tkﬂ), r — 0+,

=3
£ ungerade

fiir gewisse Konstanten as(x), ¢ € {3,...,k} ungerade, angeben. Die Integration iiber x
liefert

age(u) = / a(z) dH 2 ()
P(u)
fir alle ungeraden ¢ € {3,...,k} und es gilt ag3(u) > 0. Damit folgt insgesamt die Be-
hauptung. O

Bemerkung 4.10. Wir haben gesehen, dass der Beweis von Satz 4.9 auf ein zweidimen-
stonales Problem reduziert wurde, indem sozusagen das Kovariogramm einer zweidimen-
sionalen Menge K' € lCﬁ, k > 3, untersucht werden musste. Deshalb sind die gemachten
Voraussetzungen in diesem Satz aufgrund des Beispiels 4.8 genauso wesentlich wie im Satz
4.5. Weiterhin kann der Satz 4.9 insofern ausgedehnt werden, dass der Fall d = 2 unter
der stirkeren Voraussetzung K € lCﬁ, k > 3, ebenfalls abgedeckt werden kann.

Bemerkung 4.11. Mithilfe anderer Techniken kann man ebenfalls das dritte Taylorpoly-
nom von vg in 0+ erhalten und zeigen, dass der 2. Ordnungsterm verschwinden muss, vgl.
dazu [54, Theorem 3].

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit S(K') die Oberfliche von K. Fiir d = 2 soll
dies gerade der Umfang von K sein. Mithilfe der Kubota-Formel aus Lemma 2.7 erhalten
wir nun eine asymptotische Entwicklung von 7 in 0+.

Korollar 4.12. Es sei K € KX mit k > 3 und d > 2 gegeben. Dann erfillt die isotropierte
Mengen-Kovarianzfunktion von K die asymptotische Entwicklung

k
vﬂm:wmo—ZZsmy+ > awdK)r 00, r =0+, (4.16)
(=3

¢ ungerade

aaqe(K) := /adj(u)dl/dl(u)

Sd—1
fir alle ungeraden £ € {3,...,k}, wobei aqe(u), £ € {3,...,k} ungerade, aus Satz 4.5 bzw.
Satz 4.9 stammen. Vor allem gilt aq3(K) > 0 und

aﬂmzé/hmwwmy

St
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Beweis. Da der Fehlerterm in (4.9) unabhéngig von 2 und v ist, muss er auch unabhéngig
von u sein. Damit fithrt uns Satz 4.5 fir d = 2 bzw. Satz 4.9 fiir d > 3 in Kombination mit
der Kubota-Formel aus Lemma 2.7 zu

k

- / Va(K) = Va1 (Klub)r + Z age(u)r® dvg_i(u) + O(r*)

=3
¢ ungerade

=Vy(K)—r / Va1 (K|u )dl/d 1 Z /adz ) dvg_1(u) + O(r**1)

Sd-1 l ungerade -1

_ Kd—1
dlid

k
S(K)r + Z aq(K)rt + 0@, r — 0+.
=3

4 ung;rade

Falls d = 2 gilt, erhalten wir fiir die Konstante Gy 3(K) den Wert

ag3(K) = /a2,3(u) dvy(u) = 214 /Iﬁ( (u J‘)) + /ﬁ(x(—uj‘)) dvy (u)
St St
= o / () dun () + / b (o)) don(u)) = - / E (2(00)) dia ().
Sl 81 81
Dies liefert die Behauptung. Ll

4.2 Anwendungen auf Modelle der Stochastischen Geo-
metrie

Wir interessieren uns nun fiir Modelle aus der Stochastischen Geometrie, in der eine asymp-
totische Entwicklung des Kovariogrammes von K € IC’_“H k > 3, niitzlich sein wird. Die
Beispiele, die wir uns anschauen werden, sind Gilbert Graphen, Poisson-Voronoi Approxi-
mationen, Boolsche Modelle und lokale STIT Mosaike.

Im Folgenden bezeichnen wir mit O(f) eine Funktion g : R — R mit der Eigenschalft,

dass lim sup ?Eyg € R fiir eine Funktion f : R — R gilt.
y—

4.2.1 Anwendung auf Gilbert Graphen

Wir betrachten fiir d > 2 einen homogenen Poissonschen Punktprozess 7, in K € K% mit
konstanter Intensitit A > 0, d.h. einen homogenen Poissonschen Punktprozess in R? mit
konstanter Intensitdt A, der auf die Menge K eingeschrinkt wird. Zudem statten wir K
mit der Spur-o-Algebra B(K) von B(R?) iiber K aus und wiithlen eine Familie (0y)y~o von
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Abbildung 4.3: Realisierung eines Gilbert Graphen G(1y,d5).

positiven reellen Zahlen, so dass §, — 0 fiir A — oo gilt. Falls wir die Punkte von 7, als
Knoten auffassen und zwei Knoten genau dann mit einer Kante verbinden, falls

0 <l —yll <o,

dann heifst der so entstandene Graph G(ny,d)) Gilbert Graph. Eine Realisierung eines
Gilbert Graphen ist vermoge der Abbildung 4.3 gegeben. Wir geben uns einen Gilbert
Graphen G(ny,d,) vor. Dann sind wir an dem Léngenfunktional Lg\o‘) interessiert, welches
durch

@ _ 1 o
Ly =3 > Weyi<anle =yl

(zy)ens

fiir ein o € R definiert ist. Dabei enthélt die Menge 73, alle Punktepaare von 73, deren
Komponenten nicht iibereinstimmen. Offensichtlich reprasentiert der Fall a = 0 die Anzahl
der Kanten und der Fall & = 1 die Gesamtkantenlédnge von G(ny, d)). Unter Verwendung der
Slivnyak-Mecke-Formel und mithilfe von sphérischen Koordinaten ist der Erwartungswert
L(Aa) gegeben durch

o A2 o
E[L{V] = 2//ﬂK(fﬂ)ﬂK(y)ﬂ{uxy|sax}||x—yH dz dy

R4 Rd
A2
=5 [ Il [ et ) dey (4.17)
BgA(O) Rd
)\2
=5 [ Il dy
B (0)
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N

d
_’;d)\z/Taerl / Vi (ru) dvg_i(u) dr

0 §d-1
dha s |
_ % \2 / potd-lx (0 dy. (4.18)

0

Da 0, — 0 fiir A — oo gilt, konvergiert das letzte Integral nach dem Satz von der majori-
sierten Konvergenz auch gegen 0. Unter der Voraussetzung, dass K & ICﬁ fiir £ > 3 gilt,
kénnen wir Folgendes festhalten.

Satz 4.13. Es sei K € lCi mit k > 3 gegeben. Dann erhdlt man fir den Erwartungswert
E[Lg\a)] von LE\Q) die asymptotische Entwicklung

k ~
:>\72 [dﬁd Vd (K) 5a+d _ /{d—IS(K) 5§+d+1 + dlid Z ad,Z(K) 5a+d+€}

EL(Q)
[237)] 2 at+d a+d+1 at+d+0

=3
{ ungerade

+ O(A25f\v+d+k+1)7 A — 0,
wobei die Konstanten aq,(K), £ € {3,...,k} ungerade, wie in Korollar 4.12 definiert sind.

Beweis. Wir wenden Korollar 4.12 auf die isotropierte Mengen-Kovarianzfunktion in (4.17)
an und integrieren schlieklich {iber r. Dies liefert fiir den ersten Ordnungsterm der asymp-
totischen Entwicklung von E [L(Aa)]

ax
\? / Vg (K)r*ti=dr =
0

)\26§+d dlid Vd (K)
2 a+d

driq
2

und fiir den zweiten Ordnungsterm unter Beachtung der Kubota-Formel

Ox

did o [ Ka-1 atd ..
5 )\/dﬁdS(K)r dr =

A265T L oy 1 S(K)
2 a+d+1°

0

Zusatzlich sind die restlichen Ordnungsterme durch

k

5 .
diq | 5 N atd+l—1 3. A2 dkialae(K) corare
2 / 23 das(K)T dr="% 2, atdil

14 ung_erade J4 ung_erade

gegeben. Dies ergibt insgesamt die Behauptung. Ol
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Abbildung 4.4: Die Poisson-Voronoi Approximation einer Ellipse im leichten Grauton und
die passende symmetrische Differenz im dunklen Grauton.

Aus diesem Satz kénnen wir fiir alle K € K3 einen asymptotisch erwartungstreuen
Schétzer fir die Oberfliche S(K') von K ableiten. Dazu wéhlen wir fiir A > 0 den Schétzer

drg Va(K d —27 ()
AT = AL
Kd—1 5a+d+1
2(a+d+1) "\

Ty = (4.19)

Uberdies kann sogar eine Konvergenzrate fiir die asymptotische Erwartungstreue angegeben
werden.

Korollar 4.14. Fulls K € ICi gilt, dann ist der Schditzer Ty ein asymptotisch erwartungs-
treuer Schitzer fiir die Oberfliche S(K) mit Konvergenzrate 03.

Beweis. Der Satz 4.13 besagt, dass der Erwartungswert E[T)] von Ty die Gleichung

Aot d+ D ValK) 1 gy 2ot d )
(a+ d)kg_1 A K1
d(a +d+ 1)Hd CAldyg(K)

= — (0t d 1), 6/2\ + (’)(5?\), A — 00,

E[T) - S(K)] = 6, AR [LY]

erfiillt. Wegen K € K3 gilt a43(K) > 0. Daher ist nach Voraussetzung 63 die gewiinschte
Konvergenzrate fiir die asymptotische Erwartungstreue. O

4.2.2 Anwendung auf Poisson-Voronoi Approximationen

Wir geben uns einen homogenen Poissonschen Punktprozess 7, in R? mit konstanter In-
tensitdt A > 0 vor und bezeichnen mit

U (z) = {z € R : ||z — z|| < ||z — y| fiir alle y € \}
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die Poisson-Voronoi Zelle, die durch 7, mit Kern x € 7, generiert wird. Die Poisson-
Voronoi Zelle v, (z) besteht aus den Punkten in R? die niher an z € 7, als an allen
anderen Punkten y € n, mit  # y liegen. Dann ist die Poisson-Voronoi Approximation
K,, von K C R? mit V4(K) < oo durch

K, = U ZNG)

zeENNNK

gegeben. Fiir ein besseres Verstdndnis stellt die Abbildung 4.4 die Poisson-Voronoi Ap-
proximation einer Ellipse dar. Die Poisson-Voronoi Approximation wurde zum ersten Mal
in [33] fiir den Fall d = 1 eingefiihrt. Weiterhin wurde dort gezeigt, dass die Lénge V1 (£K), )
von K,, fast sicher gegen die Lange von K fiir alle beschrankten Borelmengen K konver-
giert. Fiir hohere Dimensionen d > 2 konnte diese Aussage in [18] nur unter bestimmten
Annahmen an den Rand 0K von K aufrecht erhalten werden. Eine Verallgemeinerung
dieser Aussage auf allgemeine beschriankte Borelmengen K wurde in [53| verifiziert. Ins-
besondere kann fiir Borelmengen K mit V4(K) < oo gezeigt werden, dass V4(kK,,) ein
erwartungstreuer Schétzer fir V,(K) ist.

Lemma 4.15. Es gilt fiir alle K C R? mit V4(K) < oo
E[Va(K,,)] = Va(K).

Beweis. Mithilfe des Satzes von Fubini und der Slivnyak-Mecke-Formel erhalten wir

B[Va(K)] = E[ [ Lperc, 188] = [ E[Lperc, ] dy

Rd R4
/ [ D Lewy z)} dy =X / / [ yery, o @] dzdy
zeENNNK Re K
—)\// (y € vpyugay(2)) dedy = A // (m N B, (y) = 0) dz dy
Rd K Rd K
—Akgllz—yl|¢
3 [ [ POn(BL ) = 0)dedy =x [ el doay
Rd K ]Rd K
_A// ~Arallyl? dxdyAVd(K)/ ol .
Rd K

Verwenden wir nun sphérische Koordinaten, so ergibt sich
AV a(K)dkg / e Mty d=1 qp = Vy(K)
0

fiir alle K C R? mit V4(K) < oc. O
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Die ersten beiden Momente und die Varianz von V4(K,,) wurden in [26] untersucht.
Dort konnte auch eine obere Schranke fiir die Varianz von V,4(kK,, ) gefunden werden, eine
untere Schranke wurde in [68] hergeleitet. Ebenfalls konnte ein zentraler Grenzwertsatz fiir
Va(K,,) in [68] gezeigt werden.

Im Folgenden beschiftigen wir uns mit der symmetrischen Differenz

KAK,, = (K\ K,) U (K, \ K)

von K und K,,, siche Abbildung 4.4 fiir eine Veranschaulichung. Vielmehr interessieren
wir uns fiir ihr Volumen, welches analog zum Beweis von Lemma 4.15 durch

E[vd(KAKm)] E vd(K\Kﬁ )] +E[vd( 3N \K)]

_A/ / “Mallz=yl" 4z dy + A / /e*w'”ddxdy

K RA\K RIK K
= 2)\//e/\~d|wy|d dz dy
Ke K

mit K¢ :=R?\ K dargestellt werden kann. Wenden wir auf das letzte Integral wiederum
sphérische Koordinaten an, so erreichen wir

B[V, (KAK,,)] = QA//ILK(x)]lKC(y)eMdlg”yld dz dy

Rd Rd

=2\ / / Mg (2)Lge(x — y)e_’\"d”y”d dz dy
Ré Re

= ZA/eA”dlyld/]lK(x)(l — Ik (z)) dedy
RY Re

=2 / (7i(0) = i () e el ay

= 2d/<;d)\7 / ('yK(O) — ny(ru))e_’\“drdrd_l dvg_1(u)dr

0 Sd-1
//'yK (((KaX)~ )é u)e ™" dvg_q(u)dr (4.20)
0 Sd-1

mit Y (ru) := 7k (0) — vx (ru). Fiir den Rest des Unterabschnittes sei wieder K € K% mit
k > 3 und d > 2 vorausgesetzt.
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Satz 4.16. Fir K € ICﬁ besitzt der Erwartungswert E[Vd (KAKm)] die asymptotische
Entuncklung

k A
B[Va(kak,)] = 28 Bp gyt oy 3 Bllpg g
dr, * = K

¢ ungerade
+ (9()\_%), A — 00,
mit den Konstanten aq0(K), € € {3,...,k} ungerade, aus Korollar 4.12.

Beweis. Offensichtlich konvergiert (4.20) unter Beachtung des Satzes von der monotonen
Konvergenz und der Stetigkeit von vx gegen 0. Daher diirfen wir Limes und Integration
vertauschen und die Taylorentwicklung von g in 0+ auf (4.20) anwenden. Dies liefert die
asymptotische Entwicklung von 7k in der Form

Fie () 1))

= Vaa (Klu ) () 'r)7 = D aae(w) (((ka)) 7))+ O((r) )

=3

£ ungerade
Va1 (K|u* -
i YarKut) b 3 )\*5%@7’2—%@((7’)\)7%1)7 A = oo,
Kqd =3 fad
£ ungerade

Geméif Korollar 4.12 ergibt die Integration iiber S¢~! fiir den ersten Ordnungsterm von

E[ V4 (KAK,,)]

A-h S /rée—T dr = A3 28 S by
143
0 dk

und fiir den Rest

k
(a0 K
oy ai8lBpg
= Ky
¢ ungerade
Dies vervollstandigt den Beweis. Ol

Bemerkung 4.17. Fir allgemeinere Mengen K st der erste Ordnungsterm auch anhand
von [57, Theorem 2.1] durch die Taylorentwicklung von vi aus [21] gegeben.

Ahnlich wie in Unterabschnitt 4.2.1 kénnen wir mithilfe der Poisson-Voronoi Approxi-
mation auch einen asymptotisch erwartungstreuen Schétzer fiir die Oberflaiche S(K) fiir
alle K € K3 gewinnen. Dazu definieren wir fiir A > 0 den Schétzer
1+3

dk, 1
T, = ——4 - \iV,(KAK,,).
A Q/fd—lr(l n %) d( m)
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Korollar 4.18. Falls K € K3 gilt, dann ist der Schitzer T} ein asymptotisch erwartungs-
treuer Schdtzer fir die Oberfliche S(K) von K mit Konvergenzrate Ad.

Bewets. Gemaf Satz 4.16 bekommen wir

2
diry AT(1+ 2)ags(K)
/id_lr(l + é)

2 3
E[T} — S(K)] = — Ad+0(Ad), A= oo,

2
und die gewiinschte Konvergenzrate betragt A~ d. Ol

Weitere Schétzer fiir die Oberfliche wurden in |74, 75] vorgestellt und untersucht.

4.2.3 Anwendung auf Boolsche Modelle

Fiir eine Menge C' € C? bezeichnen wir mit ¢(C) das Zentrum von C als denjenigen Punkt,
welcher der Mittelpunkt der Kugel B mit dem kleinsten Radius ist, so dass C' C B gilt. Im
Folgenden definieren wir K¢ als das Mengensystem aller konvexen Kérper, die als Zentrum
den Ursprung 0 besitzen, d.h.,

Ki={KeKk®: ¢(K)=0}.

Wie im letzten Unterabschnitt betrachten wir einen homogenen Poissonschen Punktprozess
nx in R? mit konstanter Intensitit A > 0 und markieren jeden Punkt z € 1, unabhingig
mit einem konvexen Kérper Z,, den wir zufilllig gemiR einer Verteilung Q auf K¢ mit der
Eigenschaft

/Vd(L ®C)dQ(L) < oo fiir alle C € C?, (4.21)
Kg
auswahlen. Dann ist das Boolsche Modell definiert durch
z=\Jz.
TENN

Dabei wird Z durch einen markierten Poissonschen Punktprozess mit Intensitdtsmaft A in
der Form von

A(F) :)\//II{L@{J:}GF} dZL‘dQ(L), F e B(fd),
K¢ Re

konstruiert. Fiir mehr Details verweisen wir auf [63, Section 3-4|. Eine Realisierung eines
Boolschen Modells mit Kugeln wird durch die Abbildung 4.5 deutlich gemacht.

Man kann zeigen, dass jedes Boolsche Modell eine zufillige abgeschlossene Menge in R?
ist.
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Abbildung 4.5: Realisierung eines Boolschen Modells mit Kugeln.
Satz 4.19 ( |63, Theorem 3.6.2 |). Das Boolsche Modell Z ist eine zufillige abgeschlossene
Menge in R?. ]

Wir fiihren nun das Kapazitéatsfunktional Tz von Z ein. Dazu definieren wir fiir alle
C € €% die Menge —C := {—c : ¢ € C}. Fiir Tz gilt dann folgende Formel.

Lemma 4.20. Das Kapazititsfunktional Tz erfillt die Gleichung
To(C)=P(ZNC #0) =1 — exp ( - )\/Vd(L & (-C)) dQ(L))
K3
fiir alle C € C.
Beweis. Gemif Definition, siehe dazu auch [63, Theorem 3.6.3|, erhalten wir fiir C' € C?
Tz(C)=1— e 278,

Dann folgt aus

AFL) = / / Lipgayersy dzdQ(L) = A / / 1{yecn(—rny dr dQ(L)

Kg R? Kg R?
= )\/Vd(C’ @ (—L))dQ(L) = )\/Vd(L @ (—C))dQ(L)
Kd Kd
die Behauptung. O
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Nach Korollar 2.13 folgt wegen der Translationsinvarianz des Volumens, dass das Bool-
sche Modell Z auch stationir ist.

Korollar 4.21. Das Boolsche Modell Z ist stationdr.

Nun sei Z; eine Zufallsvariable mit Verteilung Q gegeben, welche auch typisches Korn
genannt wird. Wegen Lemma 4.20 gilt

POeZ)=P(ZNn{0} #0)=1— e AElVa(Z0)]

und wir schreiben p = P(0 € Z). Das gemittelte Kovariogramm des typischen Korns ist
durch

Yz0(0) = E[Va(Z0N (20 @ {2}))], 2 €RY,
definiert und ist wegen (4.21) endlich fiir alle x € R? Deshalb liefert der Satz von der
majorisierten Konvergenz

Vzo(z) = 0, |lz]| = oo

Uberdies bezeichnen wir mit
P0e Z,x € 2)

die Kovarianz von Z. Diese ldsst sich durch vz, (z) und Tz ausdriicken.
Lemma 4.22 ( [70, Section 3|). Fiir die Kovarianz von Z ergibt sich fiir alle x € R?
PO€ Z,z€2)=p*+(1—p)?(e=® —1).
Beweis. Fiir x € R? gelangen wir unter Verwendung der Stationaritit von Z zu
POeZ,z€Z)=1-(P0¢2)+P0¢ Z®{—2})—P0¢ Z,0¢ Zad{-=z}))

=1-(1-p+QQ-p —PO¢2Z,z¢2))
=2p—14+P0¢ Z,2¢ Z).

Fir den letzten Summanden liefert Lemma 4.20

PO¢ Z,2¢ Z)=P{0,2) ¢ Z) = P(ZN {0,2) = 0)
— exp ( - )\/Vd(L @ {0,2}) dQ(L))

&
— exp ( - )\/Vd(L) Y VL@ {2}) - VaL N (L& {2))) dQ(L))
K4
— exp ( . A/de(L) — V(LN (LD {z})) d@(L))
—exp (- A / V(L) QL)) exp Mz, (2))
=(1-p)? e:;i (Ayz,(2))-
Einfaches Ausmultiplizieren impliziert die Behauptung. O
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Im Folgenden setzen wir K € K¢ mit d > 2 und K = R- K, R > 0. Wir interessieren
uns nun fiir das Volumen V4(Z N Kg) von Z in einem Beobachtungsfenster K. Insbeson-
dere mochten wir sein asymptotisches Verhalten fiir R — oo untersuchen. Der Satz von
Fubini fithrt unter Beriicksichtigung der Stationaritdt von Z zu

BIVi(2 0 Kn)) = B[ [ 12(0) iy (2) do [ 12(0)Licy(v) dy

_ / / E[12(2) 12 (y)] L s, (1) Ly () dz dy

= //IP’(:E €eZ x—ye€ Z)lg,(x)lg,(x—y)dedy
Rd R4
= /]P’(O €Z,y € Z)yka(y) dy

Rd

- /m(y) (p* + (1= p)* (=¥ = 1)) dy.

R4

Mit dem Satz von Fubini folgt

und
[matrds = [Vatknn (Kre @) de = [ [ @)oo ) dyda
- [ 1) [ Mworn(-o) dedy = [ () Valir e -y
:Hi;d (KR)Q.Rd N

Dies liefert unter Verwendung von sphérischen Koordinaten

Var(Vy4(Z N Kg)) = RY(1 — p)Q/qu(f%) (20 — 1) dx

Rd
= Rdkq(1 — p)? / / vic (5) (200 — 1) dyy g (u) dr, (4.22)
0 gd-1

wobei wir zusétzlich von der Eigenschaft
Vica(2) = Va(Kr N (Kr @ {2})) = R'Va(K N (K @ {§})) = Rk (%)
Gebrauch gemacht haben.
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Satz 4.23. Es seien K € KX mit k > 3 und 0 < diam Z, < M < oo fast sicher fiir ein
M > 0 gegeben. Dann verfigt die Varianz in (4.22) die asymptotische Entwicklung

k
Var(Va(2 N Kg)) = Cy1(K)R? — Caa(K)R™ + ) Cyu(K)R™
(=3

¢ ungerade

LORYH), R o,
mit Konstanten Cq1(K), Caa(K), Cas(K) >0 und Cqy(K), £ € {5,..., k} ungerade.

Beweis. Unter Verwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz und der Eigen-
schaft

Yz, (ru) =0 fiir alle 7 > M und u € S84,
erhalten wir

Var(Vd(Z N Kg))

% (eMZo(W) —1)r" dr dvg_y (u) + O(R™k+D)y, R — o0, (4.23)

mit den Konstanten age(u), ¢ € {3,...,k} ungerade, aus Satz 4.5 bzw. Satz 4.9. Das
Integral des ersten Summanden von (4.23) ist bestimmt durch

M
dra(1 = p)*Va(K) / /rd_l(e’wzo(”) — 1) dr dvg_1(u),

Sd-1 0
der zweite durch
M
—R7drg(1 — p)? / Vi (K |ub) /rd(eMZO(”‘) — 1) dr dvg—1(u),
Sd—1 0
und der Rest durch
M
drg(l — Z / age(u /rdM 1 Mz () )dr dvg_1(u).
Sd—1 0

l ungerade

Die Koeffizienten von R=*, ¢ € {0, 1, 3}, sind schlieRlich, bis auf Vorzeichen, die Konstanten
Cu1(K),Cya(K),Cy3(K) > 0 und die von R~¢ die Konstanten Cy(K), ¢ € {5,...,k}
ungerade. Ol
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4.2.4 Anwendung auf STIT Mosaike

Wir blicken auf Abschnitt 3.3 zuriick, in dem wir uns im Wesentlichen um die Varianz
der Gesamtoberfliche V4 (Y (t)) eines lokalen STIT Mosaiks Yg(t), ¢ > 0, in einem
Beobachtungsfenster K € K? beschiftigt haben. Wir haben gezeigt, dass die Varianz die
Identitét

Ld _2 DL /OO / Vi (ru) (1 — e*t%”)rd*3 dvg_1(u)dr

0 gd-1

Var(Va_1(Yk(t))) =

im isotropen Fall erfiillt. Mithilfe der Taylorentwicklung von g in 04+ mochten wir gerne
das asymptotische Verhalten von Vg1 (Y, (¢)) mit Kp := R- K und K € K¥, k > 3, fiir
R — oo klassifizieren. Wegen (3.5) reicht es, das asymptotische Verhalten von

oo

did —1
Var(Va-1(Yk, (1)) = (Q)MRM_U/ / Ve (ru) (1 — e 20 ) p =3 quy_y (u) dr
0 gd—1

fiir R — 0o zu untersuchen. Dafiir miissen wir zunéchst priifen, ob hier die Taylorentwick-
lung von vx in 0+ angewendet werden darf. Wir definieren fiir alle v € S%!

b(u) :==sup {r >0 : v(ru) > 0}.
Offensichtlich gilt
0 <inr K < b(u) < diam K (4.24)
fiir alle u € S 1. Deswegen ergibt sich unter Verwendung des Satzes von Fubini

Var(Va_1(Yr,(t)))
b(u)
:MRQ((Z_U / / Ve (ru) (1 — e 1208473 dr dyg_y (). (4.25)

2
Sd-1 0

Wir konzentrieren uns zuerst auf den Fall d = 2 und zeigen, dass das Integral in (4.25) nur
vom asymptotischen Verhalten von g in 0+ abhéngt.

Lemma 4.24. Fiir d = 2 wird das asymptotische Verhalten des Integrals in (4.25) nur von
dem des Kovariogrammes g in 0+ fir K € K? bestimmt.

Beweis. Es sei
b(u)

@)= [ [t =S

St e
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mit 0 < € < min (inr K, %) gegeben. Der Satz von der monotonen Konvergenz impliziert
WRQfR(S) — Var(Vl(YKR(t)))a E— O+,

fiir festes R > 0. Wir erhalten einerseits

b(u) diam K
e~ tr20Rr 1
// drdr(u) < Vy (K) / —dr
r
Sl ¢ €

= V2 (K) | In (diam K) +1In (i)}

und andererseits mithilfe der Monotonie der isotropierten Mengen-Kovarianzfunktion

inr K inr K

@) 2 7 K) [ 2 )

r

1—¢
T

dr

> Ticlinr K) [ln (inr K) + In <1)]
2 €
fiir R > (ty2,06) ' In(2). Fiir festes 0 < ¢ < min (inr K, §) ist die Funktion fg(¢) be-
schrankt, falls R — oo, aber sie divergiert gegen unendlich, falls ¢ — 0+. 0]

Fiir den Fall d > 3 bleibt Lemma 4.24 nicht giiltig. Dies beruht auf folgender Beobach-
tung.
Lemma 4.25. Falls K € K? fiird > 3 gilt, ist das Integral in (4.25) fiir R — oo beschrinkt.

Beweis. Wir definieren
b(u)

/ /W{ TU) ”‘”Rr) =3 dr duyy_ 1(u)
Sd—1 ¢
mit 0 < ¢ < min (inr K, 1) und bemerken, dass
d(d - 1)l€d
2

gilt. Mit den Abschitzungen aus dem Beweis von Lemma 4.24 erhalten wir eine obere und
untere Schranke, die durch

R fr(e) = Var(Vao1(Yie (1), & — 0+,

diam K

K
fr(e) < Va(K) / r 3 dr = Vd<)((diam K)2 — sd_2>
d—2
und
1 . . _ _
fr(e) 2 mi}((mr K)[(lan)d 2 g 2]
fiir R > (t740¢) " In(2) gegeben sind. Offensichtlich ist die Funktion fr(e) fiir ¢ — 0+
beschrankt. Dies hefert die gewiinschte Behauptung. O
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Schlieflich sind wir in der Lage, fir K € K¢ mit d > 3 das asymptotische Verhalten
von Var(Vy_1(Yk,(t))) flir R — oo zu charakterisieren.

Korollar 4.26. Das asymptotische Verhalten von Var(Va_1 (Y, (1)) ist fir alle K € K?
mit d > 3 durch

Eq( K)RM4Y), R — o,

. d—1 _
K) =5 [ [lle =l *dcay
K K

gegeben, wobei

gilt.

Beweis. Die Anwendung der Transformationsformel auf é;(K) ergibt

//nK V(z — y)llyl~ dedy—/’m Yyl dy.

Rd Rd

Unter Verwendung von sphérischen Koordinaten und des Satzes von der monotonen Kon-
vergenz erhalten wir

éa(K) :Cl(d;l)“d]o / vic (rw)r =2t dyg_y (u) dr

d—1)
= lim de/ / Ve (ru) (1 — e 20f Y93 duy g (u) dr.

0 Sd-1
Lemma 4.25 liefert dann das gewiinschte asymptotische Verhalten. O

Wir wenden uns wieder dem Fall d = 2 zu und nehmen an, dass K € le“F fiir k£ > 3 gilt.
Entsprechend der Taylorentwicklung der Ordnung & von yx in 04 und Lemma 4.24 ergibt
sich

k
Var (Vi (Vi (t) _7732// Vz — Vi (K|u")r + Z ag o(u)r +O(rk+1))
éu rade
1 o e_t’72,ORT
x <7
r

) dr dvy (u). (4.26)

Wenden wir nun aus Korollar 2.26 die Ungleichung

—T

e2 In <1 + %) < Ein(z) <In(z)+v+e“In (1 + é)

In(z) + v+
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fur alle z > 0 mit

Ein(z) = / © dy
) )

und der Euler-Mascheroni-Konstante v an, dann bekommen wir wegen (4.24) fiir das erste
Integral in (4.26) die obere Schranke

b(u)

/ / V, (K)(l_ejR> dr dus (u)
St 0

t’ygygb(u)R
1—e™

r

=V (K)

St 0

drdv; (u)

1
—t’y&ob(u)R
<V, (K) / [ln (ty2,0b(w)R) + v +e In (1 + (W) R )] dvy (u)

Sl
=V, (K) ( In(R)+~v+ /ln (ty2,0b(w)) dl/l(u)> +O(R™), R — oo,
81
und eine untere Schranke
—t’ygpb(u)R

2

PR

Vs, (K) / {hl (ty2,0b(u)R) + v + ¢ In (1 +
=V, (K)(ln (R)+~+ /ln (ty2,0b(u)) dl/l(u)> + O(Rfl), R — o00.
!

Unter Berticksichtigung von (4.24) existiert das Integral

/ln (ty2,0b(w)) dvy (u).

Sl
Wir schreiben as 1 (u) = —V; (K |uL) Dann miissen wir die Integrale

b(u)

/ag,g(u)/#(l_e;wﬂ) dr dvy (u)

St 0
t’yz,ob(u)R

~( L )Z / 5.(11) / P (1 — e ") dr i (u) (4.27)

ty2,0R
St 0
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fiir ungerade ¢ € {1,..., k} untersuchen. Daher geniigt es, das Integral

xT

/rz_l(l —e ")dr

0
fiir ungerade ¢ € {1,...,k} zu berechnen.

Lemma 4.27. Fir alle ¢ € N und x > 0 erhalten wir

’ i -1 m—1
/M—la e dr= e Y ( [T~ m))atm = (= 1)1 - e 7).

Beweis. Sei nun x > 0 beliebig gegeben. Es ist leicht nachzupriifen, dass die Formel fiir
=1 giiltig ist. Fir £ > 2 liefert partielle Integration induktiv

x T xT

/ré_l(l —e N)dr = /7"[_1 dr — /r[_le_’“ dr
:% - ([ — r[_le_r]i +(0—1) /re_Ze_T dr)

0
wobei [] :=1 gesetzt wird. O

n=1

Aus Lemma 4.27 folgern wir, dass die Integrale aus (4.27) beschréankt sind. Weiterhin
ist es uns nicht moglich, eine asymptotische Entwicklung fiir diese Integrale zu bestimmen.
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.28. Das asymptotische Verhalten von Var(Vi(Yi(t))) ist fir alle K € K% mit
k > 3 durch

Var(Vi(Ye,(t))) = 7 Vo (K)R?In (R) + O(R?), R — oo,
gegeben.

Das néchste Kapitel stellt eine Methode vor, die das asymptotische Verhalten der Vari-
anz aus Satz 4.28 verfeinern wird. Dafiir benétigen wir lediglich die Forderung, dass K € K?
gilt.
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Kapitel 5

Momente der Gesamtoberflache von
lokalen STIT Mosaike

Dieses Kapitel liefert eine Momentenformel fiir Funktionale von lokalen STIT Mosaike.
Insbesondere lésst sich diese Formel auf die Varianz der Gesamtoberfliche eines lokalen
STIT Mosaiks im isotropen Fall anwenden. Mithilfe der in Abschnitt 2.5 vorgestellten
Exponentialintegrale kénnen wir fiir wachsende Beobachtungsfenster K & K2 eine bessere
Asymptotik der Varianz als die in Unterabschnitt 4.2.4 beweisen. Abschliefiend untersuchen
wir diese asymptotische Entwicklung fiir bestimmte Beobachtungsfenster.

5.1 Momentenformel fiir Funktionale von lokalen STIT
Mosaike

In diesem Kapitel setzen wir zunéichst K € K¢ mit Ay4([K]) > 0 voraus. Wir kénnen fiir
t > 0 die Gesamtoberfldche von einem lokalen STIT Mosaik Yy (¢) auch durch

Vi (Yee(t) = Sv, (Ye(t) = > Vau(f)

feEMPy_1 (Yk (1))

charakterisieren. In Abschnitt 3.3 haben wir bereits gesehen, dass das erste Moment von
Va_1(Yk(t)) fiir beliebiges A4 und das zweite Moment zumindest im isotropen Fall existiert.
Wir koénnen allerdings unter Verwendung von Graphentheorie zeigen, dass fiir beliebiges
A4 sogar jedes Moment existiert und die momenterzeugende Funktion von V41 (Yk (t)) auf
einem Intervall wohldefiniert ist.

Satz 5.1. Jedes Moment von Va_1(Yk(t)) ezistiert und die momenterzeugende Funktion

MV, vie) (A) = Elexp (A Va1 (Yie(1)))]

von Va1 (Y (t)) ist auf (—oo, —In (1 — p;)) mit p, = e 2aUED wohldefiniert.
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Beweis. Zur Verifizierung der Behauptung verwenden wir Grundlagen der Graphentheorie.
Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit B den unendlichen Bindrbaum, in dem jeder Knoten
genau zwei Kindknoten (Nachfolger) besitzt. Im Sinne der vorgestellten Konstruktion aus
Bemerkung 2.22 kann seine Knotenmenge durch {(L;, H;,s(j)) : j € N} beschrieben
werden, wobei s(j) € {—1,+1} gilt und der Knoten (Ll,Hl, ) die Wurzel kennzeichnet.
Ausgehend von der Wurzel ist der linke Kindknoten durch (Lo, H2, —1) und der rechte
durch (L3, Hs, 1) identifiziert. Mit dieser Art und Weise ist jeder Knoten induktiv definiert.
Geméf der Konstruktion hat s(j) den Wert —1 fiir alle linken Kindknoten und +1 fiir alle
rechten Kindknoten.

Fiir t > 0 bezeichnet B(t) den zufilligen, aber fast sicher endlichen Teilbaum von B,
der der Bedingung

k+1
ZL <t<ZLh, 1=j1 <Jjo<...<jrs1, ke NU{O}, (5.1)

fiir alle Pfade (L1, Hy, 1), (Lj,, Hj,, 5(j2)), - - -, (Ljyrs Hjp oy s $(Jr+1)) geniigt. Aukerdem nen-
nen wir einen Knoten, der die Bedingung (5.1) erfiillt, ein Blatt des Baumes B(t). Offen-
sichtlich ist jeder Pfad eindeutig durch das Tupel (1, s(j2),- .., $(jk+1)) bestimmt, wobei k
vom jeweiligen Pfad abhéngt.

Wir interessieren uns fiir die Menge aller Pfade in B(t) von der Wurzel bis zu den

Blattern, welche durch

6(” ::{(S(jl)v S<j2)7 T S(jk+1)) € {+1} X {_L +1}k
ke NU{0}, (s(71),5(j2),--.,5(Jks1)) ist ein Pfad zu einem Blatt in B(t)}

beschrieben werden. Dann kann man zeigen, dass der stochastische Prozess (X (t));>0 mit
X(t) := card 5(t) einen linearen Geburtenprozess mit Parameter Ay([K]) ist und X (¢) eine
geometrische Verteilung auf N mit Parameter p, = e~2¢(KD? besitzt, siehe [20]. Die Anzahl
der Hyperebenen, die (ohne Vielfachheit) zur Konstruktion aller Pfade mit der Eigenschaft
(5.1) beitragen, ist gleich der Kardinalitét von 3(¢) — 1. Aus diesem Grund sind wir in der
Lage, eine obere Schranke fiir jedes Moment von V41 (Yx(t)) zu berechnen, da

0 < Vao1(Ye(t)) < (diam K)* 1 (X (t) — 1). (5.2)

Dabher reicht es aus, die obige Behauptung fiir die Zufallsvariable X (¢) zu verifizieren. Sie
hat die momenterzeugende Funktion

mx ) (A) : = Elexp (A X (¢ M, (1 — p,)F !
k=1
= Dt GAZ 1 —Pt -
pte
= A€ (—oo,—1In(1 —
1 _ e)\(l _pt)’ € ( OO? n( pt)))

92



wobei — In(1 — p;) > 0 mit p, = e 24KV gilt. Dann ist mx () glatt auf (—oo, —In(1 — p;))
mit

n 9"mx )
E[X (t)"] = E[W(O)] <00, mneN,
und
Elexp(AX(t))] <00, A€ (—o0,—In(1—py)).
Dies liefert schlieflich mit (5.2) die gewiinschte Behauptung. O

Bemerkung 5.2. Der Beweis hat insbesondere gezeigt, dass fiir jedes beschrinkte und
messbare Funktional ¢ auf PS¢ |, den Raum der (d — 1)-dimensionalen Polytope in R?, alle
Momente des Funktionals ¥4 mit

Se(Yi() == > ¢(f) (5.3)
fEMP4_1 (Y (t))

existieren. Offensichtlich besitzt Yy, (Yk(t)), die Anzahl der mazimalen (d — 1)-dimensio-
nalen Polytope, wegen (5.2) alle Momente. Fir ein beschrinktes und messbares Funktional
¢ existiert fiir jedes t > 0 ein My > 0, so dass

sup () < M.
FEMP4_1(Yk(t))

Daher erhalten wir gemdfS (5.2)
E[[Zo (Y ())I"] < M E[Sv, (Vi ()] < 00
fiir alle k € N und t > 0.
Satz 5.3. Fiir jedes beschrinkte und messbare Funktional ¢ : P4 | — [0,00) gilt
t
B[24(Vie())"] = [ BILS,(Vie(s)) ) ds (5.4

0

mit dem infinitesimalen Generator L dargestellt wie in (2.9).

Beweis. Wir definieren die Funktion gy ,(2) := exp (—%)a" fiir k,n € N. Diese Funktion
ist offensichtlich stetig auf R und beschréankt fiir alle k,n € N, und die Funktionenfolge
(Gk.n)nen ist fiir festes & € N monoton steigend. Daher ist Lemma 2.23 anwendbar und der
stochastische Prozess (M, (t))t>0 mit

Min(t) = gen(Xe(Yi (1)) — gen(Xe(Yr(0)))

t

[ X [ (- EEEE s

0 [K] fEVK(s)NH

=)y z¢(YK(s))k] AN (H) ds

=: gkm(zqg(YK(t))) - [k,n(zqﬁ(YK(t)))
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ist ein Martingal fiir alle k,n € N bzgl. der von (Yx(s))o<s<: induzierten Filtrierung. Aus
0 = E[M,(0)] = E[Mj,(t)] fiir alle ¢ > 0,
schliefen wir

Elgkn (36 (Yic(1))] = Ellkn(36(Yi (1)))]

fir alle k,n € Nund ¢t > 0. Da ¥, > 0 gilt, liefert der Satz von der monotonen Konvergenz

E[Z4(Yic(1)*] = lim E[gyn(Xg(V(1)))]

= lim B[l (S(Yr (1)), (5.5)

n—o0

Der Beweis ist vollstiandig, falls wir Limes und Integration in (5.5) vertauschen diirfen. Aus
Notationsgriinden schreiben wir fiir s € [0, t]

Z(s) = Xg(Yi(s))

und

A(s) = / > 1dAy(H).
(K] feYi(s)nH
Zusatzlich sei My € [1,00) eine obere Schranke von ¢. Daher bleibt nun zu zeigen, dass

t

B [fin(Zovic®))) - > (2 + o) - Z(9) dAa(H) ds|| — 0 (5.6)

0 [K] FEYK(s)NH

fiir n — oo gilt. Wenden wir

auf die linke Seite von (5.6) an, dann erhalten wir unter Verwendung der Dreiecksunglei-
chung fiir die Betragsfunktion | - |

t

Bl [ [ X @ otntfew (- 2D S ifarmas
0 [K] FEVK(s)NH

+IE[// 3 Z(s)k(exp(—zf))—1‘dAd(H)ds]

0 [K] fE€VK(sINH

<E Z (Z(S) +j(f))k+l dAd(H) d8:|

0 [K] fE€VKR(s)NH
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of NfF+L B+
<y (M1 rzeraw)

£=0

Schlieflich fiihrt uns die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale zu

N

n Z l

2tM(’;+1 k+1 (k 1
=0

)E[z¢(YK(t))24]5E[A(t)Z} .

Da E[X4(Yx(t))*] < oo nach Bemerkung 5.2 fiir alle ¢ € N gilt, hiingt die Konvergenz
gegen 0 nur noch von der Existenz des zweiten Moments von A(t) ab. Es gilt

A(t):/ > 1dAd(H)§/< > 1>+1Ad(H)
)

(K] €YK (t)NH (k] SEMP (Vi(t

< Aa([KD)(Bv, (Yr(t)) + 1)
Daher folgt die Behauptung mit Bemerkung 5.2. 0J

Bemerkung 5.4. Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Satz 5.3 kann man
zeigen, dass fir jedes beliebige Moment E[X4(Y(t))°], 6 > 0, die Momentenformel aus
(5.4) ebenfalls gilt. Dazu bendtigt man lediglich die Abschdtzung

(z+y)’ <2 +y°), x,y>0.

Beispiel 5.5. Der Erwartungswert fir die Gesamtoberfliche von Yi(t) ist unter Verwen-
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dung der Additivitdt von Va1 und des Prinzips von Cavalieri durch
t

E[Vi1(Yk(t))] _E[// Z Va-i1(f) dAa(H) dS]

0 [K] JE€VK(s)NH

—t [ Vo) dnata)

(K]

- / / Voot (K 0 (Ho @ {2})) ey (2) dAS(Ho)

M Hy

= t/Vd(K) dAY(Hy) =t V4(K)
Lt
fiir alle t > 0 gegeben.

Fiir den Rest des Kapitels setzen wir K € K¢ voraus. Mit der Momentenformel aus
(5.4) lassen sich Abschétzungen fiir jedes Moment der Gesamtoberfliche eines lokalen STIT
Mosaiks Yx () fiir den isotropen Fall Ay = A% ableiten.

Korollar 5.6. Fiir alle k € N ldsst sich eine untere und obere Schranke fiir das k-te
Moment E[Va_1(Yx())*] angeben, wobei die untere Schranke durch

t

kVy(K) / E[Va_1(Yi(s))" ] ds
0
und die obere durch

ji(i) / E[Va-1(Yi(s))]ds / Va1 (K N H)* dAg(H)
T i

gegeben sind.
Beweis. Die Anwendung des Satzes 5.3 auf ¢ = V41 ergibt
E[Va1(Y(t))"]
_
K > Ve (Yr(s) U f)F = Vo (Yie(s))F dAg(H) ds}
"0 (K] fEVK(INH

t

= S (Vi Viels)) 4 Vs () = Vaa(Vils))* ol 1) ds|

"0 [K] feYR(sNH

<I;>E[/t/vd‘l(yl<(s))é > Vd—l(f)”dAd(H)ds} (5.7)
0 [k]

feYi(s)NH

k—1
£=0
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fiir alle k£ € N. Dann folgern wir aus

i:aTS(i:aj>m7 a; > 0 fir alle j € {0,...,n}, m,n €N,

J=0 J=0

dass die obere Schranke durch

kz_:l (;)E[ / / Va1(Yic(s5))* Va1 (K N H)*“dAy(H)ds
£=0 0 (K]

k—1 ¢
k
:Z (6) / E[Va_1(Yk(s))]ds / Va1 (KN H) dAg(H)
0 (K]
gegeben ist. Die untere Schranke erhélt man, indem man auf den Summanden ¢ = k — 1
in (5.7) die Crofton-Formel anwendet. O

5.2 Das asymptotische Verhalten der Varianz der Ge-
samtkantenlange von lokalen STIT Mosaike

Im Folgenden werden wir insbesondere das asymptotische Verhalten der Varianz der Ge-
samtkantenlédnge V;(Yx,(t)) eines lokalen STIT Mosaiks Yy, (¢) fiir ¢ > 0 in einem wach-
senden Beobachtungsfenster Kr = R+ K, R — oo, mit K € K2 untersuchen. In Korollar
5.6 haben wir gesehen, dass wir eine obere und untere Schranke fiir jedes Moment von
Vio1(Yk,(t)) angeben kénnen. Damit lésst sich die Asymptotik fiir jedes Moment von
Vy_1(Yk,(t)) bestimmen. Dabei bedeutet das Symbol ~ die asymptotische Aquivalenz
von Funktionen, d.h., fiir Funktionen f,¢g : R — R gilt f(R) ~ g(R) genau dann, wenn
f(R)

Lemma 5.7. Jedes Moment von Vy_1(Yx,(t)) mit K € K geniigt der Asymptotik
E[ Vi1 (Y, ()] ~ t* Vo(K)* R™, R — oo,
fiir alle k € N und t > 0.
Beweis. Zuerst erinnern wir uns zuriick an die Gleichung (3.5), welche besagt, dass
Yie,(t) 2 RYk(tR)

gilt. Die Anwendung des Korollars 5.6 fiihrt uns mithilfe der Homogenitét von V41 zu der
unteren Schranke

E[Va-1(Yieg ()] = RV EVa (Yic(tR))"]

> R(‘H)’“<k V4(K) / E[Va_1 (Y (s) Y ds)
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und rekursiv ergibt sich mit Beispiel 5.5

tR Sk—1 S2

E[Va1(Yi, ()] =RV € Va(E) / / / E[Va1(Yr(s1))] dsy---dsp_s

0 0
k tR Sk—1

0
82
— pld-1k k=1
=R Va(E) ] ¢ oo s Va(K)dsy - - dsp_y
0 O 0

(=2
=t* Vy(K)FR™,

Demnach besitzt die obere Schranke das gleiche asymptotische Verhalten wie der Summand
{ =k — 1. Dies liefert dann die Behauptung. O]

Bemerkung 5.8. Der Beweis von Lemma 5.7 hat auflerdem aufgezeigt, dass das asymp-
totische Verhalten des k-ten Moments E[V 41 (Y, ())*] von Va_1(Yi,(t)) fir R — oo mit
dem von E[V 41 (Y, (t))]* fiir alle k € N idibereinstimmd.

Als Nichstes werden wir fiir d = 2 und Ay = A% das asymptotische Verhalten der
Varianz Var(Vy(Yg,(t))) von Yk, (t), t > 0, fiir R — oo mit einer anderen als noch
in Unterabschnitt 4.2.4 vorgestellten Technik untersuchen und werden letztendlich eine
bessere asymptotische Entwicklung angeben konnen. Wir benétigen das folgende Lemma,
das fiir die asymptotische Entwicklung von Var(V,(Yx,(t))) fir R — oo niitzlich sein wird.
Fiir den Rest des Kapitels charakterisiert dabei O(R*) eine Funktion g : R — R mit der

Eigenschaft, dass lim sup ggg:) € R fiir ein k € Z gilt.

R—o00

Lemma 5.9. Sei v die Euler-Mascheroni-Konstante wie in 2.13. Fiir va9 = %, O<a<d
und t > 0 gibt es eine untere und obere Schranke fiir

bog 1 — e~ tr20lz—ylR
I(a,b,720,t, R) = // dz dy,
72,0|90 - y\

wobei eine untere Schranke durch

1 t"/g,o(bfa)R
(b —a)(In(tyoR) +v—1+In(b—a)) + —5=5 / e_xf(g) dz
Wz,oR

und eine obere durch
ty2,0(b—a)R

w(b—a)(In(typoR)+~v—1+In(b—a))+ e “f(z)dx

WQ?OR
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mit f(z) :==1In(1+ 1) gegeben sind. Zudem erhilt man fir ¢ € {1,2}
t’yzyo(bfa)R

e " f(%)dz = 0(1), R — o,

und somit insgesamt
I(a,b,v20,t, R) = w(b—a)(In (ty20R) +v—1+In(b—a)) + O(R'), R — oo.

Beweis. Wir wenden die Transformationsformel mehrfach auf I(a,b,720,¢, R) an und be-
kommen
b b—y

1 1 — e 2 olz|R
I(a,b,720,t, R) = // dz dy
Y

2,0
a a—y

b b—y b 0

1 — et ozR 1 1 — et orR
// dxdy+// dx dy
72 0 72,0

a a—y
b ty2,0(b—y)R b ty2,0(y—a)R

1 e 1 | —ee
- Cdedy + - °
X

do dy

t’yzyo(b—a)R Y t'yzvo(b—a)R

2 1—e™" T
= dxdy = / Ein dy. 5.8
ty R 0/ / x Y 12,0 / (y)dy.  (5:8)

0
Die Funktion Ein ist aus (2.12) bekannt, welche nach Korollar 2.26 die Eigenschaft
- 2 1
In <1 + —) < Ein(z) <In(z) +v+e “In (1 + 7>
2 x x

erfiillt. Wenden wir dies auf die letzte Transformation von I(a, b, y20,t, R) in (5.8) an, dann
erhalten wir die untere Schranke

In(z) + 7 +

t’yg,o(bfa)R
T e Y 2
In +~v4+ —1In <1 + *) d
okt 0/ (y) +7+ ;)
tw,o(bfa)R
™ ty2,0(b—a) 1 — 2
= In + —1—7 / eyln(l%—f)d)
- ( [yIn(y) —y +y], > ,)
t’YQ’O(b—(Z)R

1 _ 2
:W(b—a)(h’l (t’}/gyo(b—a)R)—F’}/— 1)"’% / e YIn (1+y> dy

ty2,0(b—a)R

=7(b—a)(In (t720R) + v — 1+ (b—a)) + e Vf(%)dy

ot
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und analog die obere Schranke.
Schlieflich bleibt noch

o

/exln<1+i)dx<oo

0

fir ¢ € {1,2} zu zeigen. Dafiir wird es niitzlich sein, die folgende Abschitzung
In(1+2) <z

fir alle > 0 zu verifizieren. Dazu definieren wir die Funktion ¢ : (—1,00) — R mit
g(z) = = — In(1+ )%, welche offensichtlich stetig differenzierbar mit erster Ableitung
J(r)=1- % und ¢(0) = 0 ist. Damit miissen wir nur noch zeigen, dass die Funktion
h:(=1,00) = R mit h(x) =1+ 2 —2In (1 + z) die Eigenschaft h(z) > 0 fiir alle x > 0
besitzt. Diese Funktion ist ebenfalls stetig differenzierbar mit erster Ableitung h'(x) =
1-— 1% und es ist leicht zu sehen, dass h'(x) < 0 fiir alle = € [0,1] und A/(z) > 0 fiir alle
x > 1 gilt. Somit ist A monoton fallend auf [0, 1], aber auch monoton steigend auf [1, c0).
Mit ~(0) = 1 und h(1) = 2(1 —1In(2)) > 0 folgt h(z) > 0 fiir alle x > 0. Aus diesem Grund

ergibt sich die Abschitzung

0< /e_zln (1+ 5) dz < 7@6\*2 dz
— 2\/2([6_90 z] + 7e_x\/§dx) = 2\/27e_z\/:fdx,

wobei das letzte Integral existiert. Dies folgt aus der néchsten Rechnung. Es existiert
1

némlich eine positive Zahl 2y > 0, welche die Ungleichung e=* < 2z~G+2) fiir alle z >

erfiillt. Daher erreichen wir

xo o
. 2
/e \/a?dxg/\/fdx:3\/x8<oo
0

0
und
/e_z\/de < /2$_3d$ =152 < 0.
xo o
Dies vervollstandigt den Beweis. Ol

Als Konsequenz kann nun im isotropen Fall Ay = A% fiir K € K2 und ¢ > 0 eine bessere
asymptotische Entwicklung der Varianz Var(V; (Y, (t))) fiir R — oo als im Unterabschnitt
4.2.4 festgehalten werden.
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Satz 5.10. Das asymptotische Verhalten der Varianz Var(V1(Yx,(t))) mit K € K2 ist fiir
t >0 und Ay = A¥° durch

Var(Vi(Yieg (1)) = 7 Ve (K)R* In (R) + ¢(K)R* + O(R), R — oo,
mit
oK) :=nVa(K)(In (ty20) +v—1)+ 7T/V1 (KNH)In(V, (KN H))dAY(H)
(K]
gegeben.
Beweis. Wegen der Eigenschaft
Yic,(t) 2 RYk(tR),  t>0,
aus (3.5) und der Homogenitét von V; erhalten wir

Var(V(Yi,(t))) = Var(Vi(RYk(LR)))

:RQE[ / / 3 vl(f)ZdAz(H)ds}

0 [K] FEVK(s)NH

2
B E // / By o.m (@ y)dxdydAQ(H)ds],

0 [K] (KAH)?2
wobei
By sy, = {(z,y) € (KN H)? : z und y sind in der gleichen Zelle von Y (s) N H}

definiert ist und 7Ty die Strecke zwischen x und y beschreibt. Der Satz von Fubini liefert
dann unter Verwendung des Kapazitatsfunktionals Ty, ()

Var(Vi(Yi, (1) // / (,Y) € By, (o).m)) dr dy dAz(H) ds

[K (KNH)?

—R? / / / P(Yi(s) N7y = 0) dz dy dA;(H) ds

// / 1 — Ty, ) (zy) dz dy dAs(H) ds

0 [K] (KNH)2
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=R? / / /A2([W])SdsdxdydA2(H)

K] (KnH)? 0

_ o~ th2([FE)R
—RQ/ / ————————dadydAy(H). (5.9)

K] (KnH)?
Die Crofton-Formel impliziert mit Ay = A4*

A ([T7]) = 720 V1 (T7)-
Deshalb lésst sich das letzte Integral in (5.9) vereinfachen zu

—t’yg o Vi1 (:ry)R A
dz dy dAY°(H).
/ / V2,0 A\ if@/) — ( )

[K] (KNH)?

Abschliefsend machen wir nun von Lemma 5.9 Gebrauch, indem wir ohne Einschrinkung
KNH=/a,b| fir 0 <a<bund H € [K] setzen. In diesem Fall bedeutet b — a die Lénge
Vi (K N H). Dann besagt Lemma 5.9, dass

1 — g~ t20Vi(@HR .
/ / dz dy dAY?(H)

Y2,0 V1(ZY)
(K] (KNH)?
=7 / Vi (KN H)(In(R) +In(tye0) +7 — 1+ In(Vi(K N H)))dAS(H) + O(R™Y)
(K]
fiir R — oo gilt. Mit der Crofton-Formel folgt die Behauptung. O

Bemerkung 5.11. Im Gegensatz zu Satz 4.28, in dem wir die asymptotische Entwicklung
des Kovariogrammes vk in 0+ fir K € K¥, k > 3, verwendet haben, liefert der Satz
5.10 einen weiteren Ordnungsterm. Weiterhin kénnen wir hier auf die Voraussetzung K €
Kk, k > 3, verzichten und miissen lediglich K € K2 fordern.

Fiir den Rest des Kapitels setzen wir Ay = A5 stets voraus. Mit Blick auf den Koeffi-
zienten des zweiten Ordnungsterms
c¢(K)=nVy(K)(In(tyeo) +v—1) + 7T/V1 (KN H)In(V, (KN H))dAY(H) (5.10)
(K]

der asymptotischen Entwicklung von Var(V;(Yx,(t))) ist nicht ersichtlich, ob dieser immer
strikt positiv ist. Das kommende Lemma wird zeigen, dass dieser Koeffizient fiir hinreichend
groke K € K? und festes t > 0 strikt positiv ist.

Lemma 5.12. Fir K € K? und t > 0 ezistiert eine Zahl M € N, so dass (5.10) fiir alle
Ky =N-K mit N> M strikt positiv ist.
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Beweis. Wir miissen ausschliefslich den letzten Summanden in (5.10) untersuchen. Es gilt
mit C := —(In (ty20) +7 — 1)

/ Vi (K N H) In (Vy (K 0 H)) dAS(H) — C Vs (K)

= / Lirerz vy (kunm)<esp )y Vi (K N H)(In (Vi (K 0 H)) = C) dA°(H)
(K]
+ / H{HEHQ:Vl (K pNH)>exp (C)} V1 (KM N H)(hl (V1 (KM N H)) — C) dAZQSO(H)
(K]
:]1(KM)+I2(KM), MGN
Geméfs der Abschétzung

In(z) <z, x>0,

erhalten wir

1 )
I(Ky) = — / Limere v, (kpuni)<exp (@)} V1 (K N H)In (W> dA5(H)
(K]
-C / Lirenz v, (kanm)<esp ()} Vi (Bar 0 H) dAS?(H)
[K )

2 - / Linere v, (ki) <esp(e)y AA5° (H) — |Clexp (C)

(K]
> —(1+|Clexp (C)).

Der Integrand in Io(K,) ist positiv fiir alle M € N und offensichtlich integrierbar bzgl.
A#°. Die Anwendung des Lemmas von Fatou auf Io(Ky,) zeigt, dass

L(Ky) — oo, M — oo,
gilt. Daraus ergibt sich die Behauptung. Ol
Bemerkung 5.13. Der Beweis von Lemma 5.12 gibt insbesondere her, dass ¢(K) genau

dann ungleich null ist, falls

t# g exp (1-7 - /v1 (K N H)In (Vi (K 0 H))dAS?(H)). (5.11)

(K]

L
Va(K)
Korollar 5.14. Die Varianz der Gesamtkantenlinge Var(Vy(Yg,(t))) erfillt die Eigen-

schaft

Var(Vi(Y, (1))
7 Vy (K)R?*In (R)
falls (5.10) ungleich null ist bzw. die Bedingung (5.11) realisiert wird.

— 1, R — oo,
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Wir erinnern uns zuriick an den zentralen Grenzwertsatz fiir die Gesamtkantenlédnge
V1(Yk,(1)). Dieser besagt, dass

(v1 Yie, (1)) — E[Vl(YKR(l))D L.X,  Ro oo,

R\/i

gilt, siehe [67, Theorem 2|. Dabei bedeutet L, Konvergenz in Verteilung, und X beschreibt
eine normalverteilte Zufallsvariable mit Erwartungswert 0 und Varianz 7 Vo (K). Allgemein
ergibt sich fiir alle ¢ > 0 unter Beriicksichtigung von Lemma 3.4 mit

Vi, ) EY(O)NKp 27V (1) N Kp 2 7Yk, . (1)

und der Homogenitat von V4

(Va(¥ica () ~ EIV1 (Viea (1))

R\/i

:m(vlu-lm(m ~ E[Vi(t"Yico(1)])
In(tR) 1

~ /In(R) tR\/In(tR)

Mithilfe der asymptotischen Entwicklung der Varianz Var(V;(Yxk,(t))) konnen wir eine
untere Schranke fiir die Konvergenzrate im zentralen Grenzwertsatz herleiten.

(Vi (Vi (1)) = EIVi (Vi o (1)]) 2 X, R = 0.

Satz 5.15. Fine untere Schranke fir die Konvergenzrate im zentralen Grenzwertsatz fiir
die Gesamtkantenlinge V1(Yk,(t)) ist durch

gemdfS der Metrik

d (X1;X2) 1= sup |E[ )] - E[Q(XZ)”

gceg

mit Zufallsvariablen X1 und X und der Funktionenklasse

G:={g9:R— R : g zweimal stetig differenzierbar mit sup |g”(z)| < 1}
z€R

gegeben, falls (5.11) gilt.

Beweis. Offensichtlich gehort die Funktion g(z) = ‘Z’—; zu der Funktionenklasse G. Fir

X = (Va(Vien (£)) = BV (Vi (8))])

R\/i
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und einer normalverteilten Zufallsvariable X mit Erwartungswert 0 und Varianz 7 Va(K)
ergibt sich wegen Satz 5.10 und der Bedingung (5.11)
|(e(K) + OB Je(K)|

2In (R) ~4Iln(R)

%‘ Var(X;) — Var(X)| =

fiir hinreichend grofe R. 0]

In den kommenden Unterabschnitten werden wir die asymptotische Entwicklung der
Varianz der Gesamtkantenldnge Var(Vy(Yg,(t))) fir R — oo fiir bestimmte konvexe Be-
obachtungsfenster untersuchen. Dazu schauen wir uns Kreise, Ellipsen und Rechtecke als
Beobachtungsfenster an. Wir beginnen mit dem Einheitskreis.

5.2.1 Die Varianz der Gesamtkantenlinge eines lokalen STIT Mo-
saiks in einem Kreis

Sei nun K = B? der Einheitskreis in R2. In diesem Fall lisst sich der Koeffizient ¢(K) aus
Satz 5.10 explizit angeben, und die asymptotische Entwicklung der Varianz der Gesamt-
kantenldnge hat die folgende Gestalt.

Lemma 5.16. Fir K = B} erhalten wir

/ Vi (K A H) In (Vy (K A HY) dAZ2(H) = (5.12)

(K]

ol

und somit auch die asymptotische Entwicklung der Varianz der Gesamtkantenlinge
1
Var(V, (Yie, (1)) = 72R%In (R) + n2(1n(wg,0) - 5)32 +O(R), R oo,

fiir alle t > 0.
Beweis. Wir schreiben fiir die linke Seite von (5.12)

/ / Vi(K 1 (Ho @ {a}) In (Vi(K 1 (Ho @ {2}))) dlys (0) diio (o). (5.13)
M3 Hy
Aufgrund der Invarianz von B} gegeniiber euklidischen Bewegungen kénnen wir das letzte
Integral gleichsetzen mit
1 1
/wﬁln (2v1—2?) dx—4/mln (2v1—22)da
0

—1

=4 [ cos(2)*In (2cos (z)) dz.

o\
NE
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Dieses Integral kann mithilfe der partiellen Integration und der Eigenschaft

lim cos(x) In(cos(z)) = 0

zuriickgefiihrt werden auf

cos () (cos(z) In (2cos (z))) dz

(=)
NIE]

(=T

:[sin(x)(cos (x)In (2 cos (x)))} —/sin ()(—sin(x))In (2 cos (z)) dz

_jsin (:L’)(COS (x)_QQCZISn(S)> de

= [ sin?(z)In(2cos (z))dx + [ sin?(z)dx

\w\ﬂ
O\MH

1 —cos?(z)dx

o\
B

/(1 — cos?(z))In (2cos (z)) dz +

INE]
[NIE]

1 —cos?(z)dx

o
NIE]

:—/cos ()% 1In (2 cos (x))dJ:Jr/ln (2cos (x))dz +

0 0

und somit gilt

us jus

/COS (2)%1In (2 cos (z)) dz = ;(/ln (2cos(x)) dx—i—/l — cos (z)° d:z:).

[NIE]

Das zweite Integral auf der rechten Seite ist leicht zu bestimmen. Die Additionstheoreme
liefern unmittelbar

s s

/l—cos(x)de:/zl—;<cos(2x)+1>da:

0 0
| 1 [
T T 7r
:4—2/Cos(2x)d:r:4—4/cos(x)d$=4
0 0
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Es muss somit nur noch gezeigt werden, dass

jln (2cos(x))dz =0

gilt. Wir greifen auf die Produktentwicklung von cos zuriick, welche durch

COS($):H<1—((2]€4_1‘1)7T)2>, r €R,

k=1

gegeben ist. Da

In (2cos (z)) dx = /ln (cos (x))dx + g In (2)

o\
B

gilt, ist der Beweis vollstandig, falls wir die Gleichheit

In (cos (z)) dz = _g In (2)

o\
INE]

zeigen. Der Satz von der monotonen Konvergenz und die Stetigkeit von In liefern

™

/ln(cos(q:))dxzo/ln( <1_((2k4—xl)7r)2>>dx

[ S £ O () )
_;O: (2k;1)7r / In (1 _IZ) dz

2 k- D[+ )+ - D) - 2]
52k (1 5 (14 )

+ (zkl— 1 1> n (1 - 2k1— 1> - 21{2—1}
:gz [2]““ <2k2ﬁ 1) —2k—=1)n (22(::” _2}
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[oe)

_WZ k(In (2k) — In (2k — 1)) — (k — 1)(In (2(k — 1)) — In (2k — 1)) — 1]

=7y [kIn(2k) = (k — 1)In (2(k — 1)) = In (2k — 1) — 1] =: 7 lim a,,
n—oo
wobei
0-In(0) :==0

zu definieren ist. Es gilt

ap =nln(2n) = > (In(2k — 1)+ 1) = (In(2n) — In(2k — 1) — 1)

k=1 k=1
=2 (; (11 (;
Zn 2k—1> g 2k—1>>
Die Anwendung der Stirling-Formel
n n
| ~ _
n! 27m<e> ) n — 00,

auf das Argument des letzten Ausdrucks fiihrt zu

- 2 2 | 2 LI 2k 2n\" 2"n!

Hinzj”n Y N = S A

Pl (e(2k — 1)) < e > S 2k —1 ( e ) (2n)! ( e ) (2n)!

2n
B (%n) 2"n! 1 n! V2mn 1
(2n)! (an)n 27(2n) (%)n Varn V2

Daher konvergiert a,, gegen —@ und das Integral gegen —7 In(2). Der Rest folgt aus
Satz 5.10. n

Korollar 5.17. Fir K = B2(y) mit y € R* und r > 0 erreicht man

/v1 (KN H)In(V, (K N H))dAR(H) = 7r7"2(ln (r) + %)

(K]

Zudem ist fiir allet > 0 die asymptotische Entwicklung der Varianz der Gesamtkantenlinge

Var(Vy(Yk,(t))) durch
Var(V1 (Y, (1)) = 722 R? In (R) + n%r2 ( 1n(ty9,0) + 7 + In(r) — %) R? + O(R)
fiir R — oo gegeben.
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Beweis. Wegen der Stationaritédt von Yy, (¢) konnen wir ohne Einschrankung y = 0 setzen.
Weiterhin gilt

Var(Vi(Yi,(t))) = Var(Vi(Yae (0)(t))) = Var(Vi(Y,r)p2(t)))
und die Behauptung folgt aus Lemma 5.16. 0J

Bemerkung 5.18. Die untere Schranke fiir die Konvergenzrate im zentralen Grenzwert-
satz aus Satz 5.15 ist fiir K = B2(0) mit r > 0 genau dann gegeben, wenn

p oy OP (z-7
2,0

gilt.

5.2.2 Die Varianz der Gesamtkantenldnge eines lokalen STIT Mo-
saiks in einer Ellipse

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit Beobachtungsfenstern, die durch Ellip-
sen beschrieben werden. Im Gegensatz zu der Definition in (4.6) betrachten wir vereinfa-
chend Ellipsen in der Form

el em s (274 (2" <3)

fiir a,b > 0. Im Folgenden interessieren wir uns fiir die asymptotische Entwicklung der
Varianz der Gesamtkantenldnge Var(Vy(Yg,(t))) fir R — oo, falls K = E,; fiir a,b > 0
und t > 0 gilt. Gemék Satz 5.10 gilt fiir K = E,;, mit Vo(K) = mab

Var(V,(Yg, (1)) = 72abR?In (R) + ¢(K)R* + O(R), R — o,
mit
o(K) = m2ab(In (tya.0) + 7 — 1) + 7 / Vo (K 0 H) In (V4 (K A H)) dAS(H).
(K]

Um den Koeffizienten ¢(K') zu bestimmen, miissen wir wie folgt vorgehen. Wir identifizieren
eine Gerade H € H? mit

H = H(p,¢) = {(z,y) € R* : xcos (p) +ysin (p) = p} (5.14)
fir p € R und ¢ € [0, 7). Wegen
V(K N H(p, ¢)) = Vi(K N H(=p,))

fiir alle p € R und
Vi(KNH(p,¢) =Vi(KNH(p,m—¢))
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fiir alle ¢ € [0,7), kénnen wir p > 0 und ¢ € [0, 5] annehmen. Fir H = H(p, p) € H?
besitzt K N H fast sicher keinen Schnittpunkt oder genau zwei Schnittpunkte, welche wir
im Folgenden mit (x1,y;) und (z9,y2) bezeichnen. Wir nehmen an, dass K N H diese
Schnittpunkte besitzt. Dann erfiillen die Schnittpunkte die Bedingungen

xj cos (p) + y;sin (p) = p (5.15)
und
() - 510

fir j € {1,2}. Aus (5.15) folgern wir, dass

1 cos () + y1sin (¢) = w3 cos (¢) + yasin ()

gilt. Dies impliziert
(22 — 1) = tan (0)(y1 — ¥2)-
Somit ergibt sich

ViE N H) = ez =20 + (52— 51)? = /(2 — 90)2(1 + tan? (¢))
1

ol (5.17)

= ’y2 - yl|

Zusétzlich leitet man aus (5.15) ab, dass

_ p—y;sin(p)

N cos ()

fir j € {1,2} gilt. Setzen wir dies in (5.16) ein, dann geniigt y; der Bedingung

: 2 2
p — y;sin () Y\ _
) () =1
a cos () b
fiir j € {1,2}. Dies ldsst sich vereinfachen zu

b*(p® — 2py; sin(y) + yf» sin?(p)) + a* COSQ(Qp)y? — a?b? cos*(p) =0

und daher gilt

) 20?psin (@) b*p? — a®b? cos? (i)

- » —0.
Yi T 42 cos? (@) + b2sin® ()" a2 cos? (p) + b2 sin? ()
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Aus Notationsgriinden schreiben wir p.(a, b, ) := /a2 cos? (@) + b?sin? (¢). Damit ergibt
sich

1 bip? sin’
|y2_y1‘ -9 \/ p° s (90) —b2p2+a2620052 (@)

p*(aaba (10) p*(a>b7 90)2
2 b2p? sin® (@) + (—p? + a2 cos? (p))ps(a, b, p)?
pi(a, b, p) pi(a, b, ¢)?

2b
= W\/b2p2 sin® (‘P) + (—p2 + a? cos? (@))p* (a, b, @)2

—a? 2 4 cogh 212 cos2 in2
p*ab,w \/ a’p? cos? () + a* cos? (¢) + a2b? cos? (¢) sin” (p)

2ab cos (

p*(a b7 ()0
2ab cos (¢)

= ———V(a,b,9)* — p*.
p*(aa b7 (70)2 \/ ( (10)

\/ —p? + b2sin? (¢) + a2 cos? ()

Diese Rechnung liefert unmittelbar

Vi(KNH)= (azb\/p* a,b,p)? — (5.18)

Offenbar ist dieser Wert nur fiir 0 < p < p.(a,b, p) definiert. Aber das néchste Lemma
wird zeigen, dass fiir alle p > p.(a,b, ¢) die Lange Vi (K N H) null ist.

Lemma 5.19. Fir a,b> 0 und ¢ € [0,%] gilt
max { f(z) : h(z) <0, z € R*} = p,(a,b,¢)
mit f(x) := x1 cos (@) + xasin (p) und h(z) = (2)* 4 (22)* — 1.
Beweis. Das Optimierungsproblem ist dquivalent zum Problem
—min{ — f(z) : h(z) <0, z € R*} = p,(a,b, ).

Wir machen nun Gebrauch von den KKT-Bedingungen, um dieses Problem zu l6sen. Fiir
mehr Information iiber die KKT-Bedingungen und ihre Eigenschaften verweisen wir auf |30,
Abschnitt 8.2]. Offenbar ist die Slater-Bedingung fiir x = 0 erfiillt, d.h., es existiert ein
r € R? mit h(z) < 0. Deshalb liefern uns die KKT-Bedingungen die Optimalldsung, welche
durch

—Vf(x)+ AVh(z) =
Ah(z) =0, h(z) <0, A >0,
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gegeben sind. Die erste Bedingung fiihrt zu

cos () 25 0
ey

Daraus folgern wir, dass A strikt positiv sein muss. Dies impliziert hA(z) = 0 und es gilt

a’ cos () b? sin (i)

o T T

T =

Setzen wir dies in h(x) = 0 ein, dann erhalten wir

a’ cos? () N b? sin? (i)

=1.
4\? 4\?

Insgesamt ergeben sich die Losungen

a’ cos () b%sin ()
_ 2o —

xr = ’ - ’
' p*(aybv SO) ? p*(avbv (70) 2

Schlieflich ist der gesuchte Optimalwert durch

a’cos? () N b? sin? ()
p*(aa b) (10) p*(a7 b7 (70)

= p*(aa b7 90)

bestimmt und die Behauptung folgt. O

Im Hinblick auf (5.18) und Lemma 5.19 gelangen wir zu

/ Vi (K N H)In (V, (K N H))dAS(H)

(K]

_71T0/R/v1 (KN H(p,¢))In(Vi (KN H(p,p)))dpde

5 px(abp)

2 b " ,b, 2 _p2 2 b * 7ba 2 —p?
:4/ / aby/p.(a 90)2 pln<a\/p(a s0)2 p)dpdgp
™ / , p*(a, b, 90) p*(a7b7 (ID)
tah 5 . P« (abyp)
a
= | ——— 2v/ps(a, b, )2 — p2In (24/ps(a, b, )2 — p?) d
T /p*(a,b,go)Q[ / \/p (@,b.0)* =p n( \/p (@5 ) P) g
0 0
px(a,b,p)
+ / 2¢/p.(a,b,)? — p*In (abg)dp} de.
p*(a>b>90)

o
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Wenden wir die bekannte Gleichung

T

/2\/7"2 —22dx = grz, r >0,

0
und das aus dem Beweis von Korollar 5.17 hervorgehende Integral

r 1
/2@111(2\/@)@;:72T7’2<ln(7’)+2), r >0,
0

auf den ersten Summanden an, dann bekommen wir

us

2

1

%f&/mm;¢PGmwﬁwaMMWWWD+2bd¢

% 1 b p*(a,b,tp)
a
+/ 1n< ) / 2/ ps(a,b, o —depd<p>
p*(a7 b> 30)2 p*(avba 90)2 0 ( )

3 ab
dab [ 1n( (ab ) w
In (p,(a.b -d 0 @b R b 0)2d
n(p(a,b,9)) + 5 do+ — b )2 27 (a,b, )" dep

=2ab

1 b
=2ab [ 0 (p.(a,b,9)) + 5 +In (——— ) dg

2 p*(aybv ‘70)2

Sy O —
[SIE] [SE T
=]

Imea@wJMm@a@ﬂw}

o\
INE]

T ow
=2ab [4 +t5 In (ab) +

1
:mb(ln (ab) + 5) —ab / In (p. (a, b, 0)2) dep. (5.20)
0
Im néchsten Schritt berechnen wir das letzte Integral. Fiir a > b ergibt sich

jus jus

/2111 (a®cos® () + b7 sin” (p)) dp = /21n (a2<c052 (p) + v sin? (go))) de

a2
0

2

In (¢”) +In <1 + (22 - 1) sin’ (gp)) dy

o\ o
INE]

:g In (a?) + /;(—1)“1(‘12;1) sin?* () dep. (5.21)

113



Der Satz von der majorisierten Konvergenz (man wihle bspw. In(2) als Majorante) impli-
ziert, dass (5.21) gleichzusetzen ist mit

s

(—1)k+1(“2;1) /sin% (p) de.

0

NE

mln(a) +

o~
Il
—_

Dementsprechend lésst sich das Integral in (5.20) fiir a < b vereinfachen zu

COS

wIn(b) + Z(—nkﬂi(% 1)

2k
: (
1

@) de.

oo
k=

o\
[NJE]

Das néchste Lemma gibt Auskunft iiber die letzten beiden Integrale.

Lemma 5.20. Fir alle k € N ergibt sich

* sin?* () dip = =2

coS = .
2Kok_1

@)dp =

o\
INE]
o

NIE]

Beweis. Fir alle k € N erhalten wir mithilfe der Substitutionsregel

1

1
1 1 1 1
cos?* d —/U%dv— /wk2 1—w) 2dw
(0) dep [ 2 (1 —w)

[e=}
[NIE]

N |

1
1 1 1 11
B3] — )3 dw = fB(k - f)
Jurtia - tdw= B (ke 5.5),
0

wobei B(z,y) die Eulersche Betafunktion

1
B(z,y) = /w””l(l —w)¥" ! dw, x,y >0,
0

beschreibt. Verwenden wir die Charakterisierung

L'(2)C(y)

S O

Y x? y > 07
dann erhalten wir mit I'(3) = /7 und (2.1)

F(k+ %)F(%) _ Rog
QF(k} + 1) N 252]471'

Z
/cosw€ (p)dyp =
0
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Und der Rest folgt aus

sin?* (p)dp = [ cos™ ((p — E) dp = [ cos® (¢)de

2

O\
INIE]
o

[NIE]
o

[SE]

fur alle £ € N. O

Zusammenfassend konnen wir fiir ¢ > 0 die asymptotische Entwicklung der Varianz
Var(Vi(Yk,(t))) fir R — oo bestimmen.

Lemma 5.21. Fulls K = E,; fiir a,b > 0 gilt, dann ist

mab(In (b) + 5 — cap), a >,
/Vl(KﬁH) In(Vy (KN H))dAY°(H) =
(K] mab(In(a) + 5 — ), a <b,

mit

l — K b? k
— N ()R <— - 1) .
Ca,b 2 kz_;( ) kfligk,1 CL2

Firt > 0 ist die asymptotische Entwicklung von Var(Vy(Yk,(t))) gegeben durch
Var(Vy(Yi, (1)) = m2abR*In (R) + 7r2ab< In(ty20) + v+ In (b) — cap — %) R* +O(R)
fiir R — oo, falls a > b gilt, und durch
Var(Vy(Yi, () = m2abR*In (R) + 7r2ab< In(tys0) + v +1n(a) — cpo — %)Rz + O(R)

fiir R — oo, falls a < b gilt.

Beweis. Ohne Einschrankung sei nun a > b gegeben. Wir haben vorhin gesehen, dass

/Vl(KﬂH) In(Vy (KN H))dAY°(H)
(K]

:7rab<ln (ab) + %) - ab/ln (p«(a,b,¢)?) dg

0

:ﬂab(ln (ab) + %) —ab(mIn(a) + mc,p) = wab(ln (b) + % - c,l’b).

Fiir den Koeffizienten ¢(K) ergibt sich
1
c(K) = m*ab(In(tya0) +v — 1) + 7T2ab<ln(b) + 5 ca7b>

1
= WQab(ln(wg,o) +y+1n(b) — cop — 5)

und mit Satz 5.10 folgt die Behauptung. O
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Insbesondere ist ein Kreis mit Radius a > 0, siehe auch Korollar 5.17, ein Spezialfall
von Lemma 5.21 fiir a = b.

Bemerkung 5.22. Wir erhalten die untere Schranke fiir die Konvergenzrate im zentralen
Grenzwertsatz aus Satz 5.15 fiir K = E,p, mit a,b > 0 genau dann, wenn fir 0 <b<a

eXp( + Cap — )
ty2.0

b+

bzw. fir0<a<b
exp( + Cha — )
72,0

a #
qgilt.

5.2.3 Die Varianz der Gesamtkantenlange eines lokalen STIT Mo-
saiks in einem Rechteck

Als Letztes untersuchen wir fiir ¢ > 0 die asymptotische Entwicklung der Var(Vy (Y, (t)))
eines lokalen STIT Mosaiks Yy, (¢) fir R — oo, falls das zugrundeliegende Beobachtungs-
fenster K durch ein Rechteck verkoérpert wird. Im Folgenden sei nun K ein Rechteck.
Ohne Einschriankung besitzt das Rechteck die Eckpunkte (—a, —b), (a, —b), (a,b), (—a,b)
fir a,b > 0 mit Mittelpunkt (0,0), und wir bezeichnen dieses Rechteck mit R, ;. Wir
blicken zuriick auf (5.14), welche besagt, dass jede Gerade H € H? durch

H = H(p,p) = {(z,y) €R* : wcos(p) +ysin (p) = p} (5.22)
mit ¢ € [0,7) und p € R charakterisiert werden kann. Wie oben gilt analog fiir H = H (p, )
V(K N H(p,¢)) = Vi(K N H(=p,¢))

fiir alle p € R und
V(KN H(p,¢)) = Vi(K N H(p,m =)

us

fiir alle ¢ € [0, 7). Damit kdnnen wir p > 0 und ¢ € [0, 7] annehmen. Demnach erhalten
wir zunéchst

/Vl(KﬂH) In (Vi(K N H))dAS°(H)

(K]
7w Pex(a,bp)
/ VA(K 1 H(p, @) In (Vo(K N H(p, ) dpdep
0 —pax(a,b,0)
4 %p** (a;b,p)
= / Vi 1 H(p, ) In (Vi(K 0 H(p, ) dpdeo (523)
0
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H(p**(a: b, 90)7 <10)

(—a,—b) (a,—b)

Abbildung 5.1: Der Verlauf einer Ursprungsgeraden in einem zentrierten Rechteck.

Dabei ist p..(a, b, ¢) der maximale Abstand, mit dem man die durch den Winkel ¢ eindeutig
bestimmte Ursprungsgerade verschieben kann, so dass sie das Rechteck R, ; noch schneidet.
Geméfs der charakterisierenden Eigenschaft einer Geraden aus (5.22) und der Abbildung
5.1 gilt

Pax(a, b, ) = acos(p) + bsin(p).
Als Erstes betrachten wir ein festes ¢ € [0,arctan (2)]. Dann besitzt K N H(p, ) zwei
Schnittpunkte fiir alle p € [0, p.s(a, b, ¢)). Anhand der Abbildung 5.1 sind diese fiir p €
[0, p1(a, b, )] mit

pi(a, b, ) = acos(p) — bsin(p)
durch {(z1,—b), (22,b)} und fiir p € (p1(a,b, @), pu(a,b,¢)) durch {(a,y1), (x2,b)} mit
z1 € [0,a], 2 € [—a,a] und y; € [—b,b] gegeben. Weiterhin miissen diese Schnittpunkte
fir p € [0, p1(a, b, p)] die Gleichungen

1 cos(p) — bsin (p) = p,

5.24
xocos(p) + bsin () =p ( |

und fiir p € (p1(a, b, @), pus(a, b, ¢))
acos(p) + y1sin () = p, (5.25)

x9 cos(p) + bsin (p) = p

erfiillen.
Fiir p € [0,p1(a, b, )] ergibt sich mithilfe von (5.24)

2 2 2 sin (¢) \? 2
Vi(K N H(p,¢))? = (22 — 21)* + (20)* = (— 2b— (@) +(20)

I
=~
S
no
—~
—
_|_
-+
2
=}
no
—~
©
~—
~—
I
/N
[\
S
N—
no
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und mit (5.25)
Vi(K N H(p,¢))? = (2 — a)” + (b — y1)* = (45 — b) tan (9))* + (b — 11)*
= (b—yl)2(1+tan2 () = <b_p—aCOS(gp)>2 1

| , sin () cos () 2
(MG e Gagas)

fiir p € (pi(a,b,9), pu(a,b,¢)). Wir setzen h(a,b) := arctan (2) mit h(a,a) = I. Zudem
zerlegen wir das Integral in (5.23) in vier Integrale, so dass der Integrationsbereich auf die
Mengen

{p € [prl(%bv 90)}7 pE [Oa h(aa b)”a {p € (pl(avbv @)ap**(av bv QO)) wE [O h(a b)]},
{p € [0,])1((1,[), (10)}7 RS (h(a7b)7 %]}7 {p € (pl(a7b7 (p)vp**(a7bv Qp))v ( ( ) g]}

aufgeteilt wird. Dann erhalten wir
h(a,b) p1(a,b0)

Ji(a,b) : = / / (K A H(pg)) I (V1 (K 0 H(p, ) dpde

h(a,b) pl(a b,p) ) h(a,b) ( 2b )

0
_ (/ / 2b1n COS@) dpdy = 2 / a b(p)ln o (7) a
/ cos (¢) ) e cos ()

oo [ (2 Y [l (o)) )
(

= Qb(a h(a,b)In(2b) — a / In (cos (¢)) dgo) + b [ln (COS(hm’b))>2 - 1n(2b)2} )

o

Der letzte Ausdruck ist unter Beriicksichtigung von
1 1
V1 + tan®(arctan(z))  V1+a2’

cos(arctan(z)) =

gleichzusetzen mit

)2 - 1n(2b)2]

Rh(a,b)
2b(a h(a,b) In(20) — a / In (cos () ds@) + 0 [ln <2b\/aZW
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Fiir a — b ist
Ti(aa) =a? (5 In (20) ~ 21 + (% In(2) +1n(20) )~ In(2a)’)
(T (20) ~ 27 + {In (2" +1n(2) In (20))
—a? (g In (2a) — 21 + iln (2)(41n (a) + 5In (2))),

wobei

I'= [ In(cos(p))de (5.26)

o\
k]

gilt. Auf dem Hauptzweig des komplexen Logarithmus lésst sich (5.26) durch

s

I= /ln (%(exp (ip) + exp (—up))) dp

—In(2) + In (exp (ip) [1 + exp (—2ip)] ) dy (5.27)

o\ =)
Lk

ausdriicken. Dafiir werden wir

o\
G

In (exp (i) [1 + exp (—2ip)]) dp = % Z (2(];31)2 (5.28)

zeigen miissen. Dies impliziert

I:——ln +1§ 2k+1 <25()—7T1n(2)>.
Dabei ist 3 die Dirichletsche Beta-Funktion mit
(D"
- kz_% (2k + 1)’

wobei man ((2) als die Catalansche Konstante bezeichnet. Da das Integral in (5.26) wegen

7r

/|ln (cos(e ))|dg0</‘ln<cos< )] de < T (cos (5))] < o0

0
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existiert, gilt mithilfe des Satzes von der majorisierten Konvergenz

/ln (exp (i) [1 + exp (—2ip)]) de

_io/godgo + % i <_]1€)2k+1 <COS (gk) —isin (gk:) — 1).

Da sowohl I als auch das erste Integral in (5.27) reellwertig sind, kann der letzte Ausdruck
reduziert werden zu

0 (_1)k+1
Z L2 (ﬂ{ke{neN:n:4£+1,£eNu{0}}} - ]l{ke{neN:n:4£+3,£eNu{0}}})

(=DF
(2k+1)%

NN

NE

1
2

o~
Il
)

Zudem haben wir gesehen, dass J;(a, a) offensichtlich streng monoton wachsend auf (0, co)
ist.
Fiir den anderen Fall bekommt man
h((l,b) Dxx (avbvw)
pi(a,b,0) —p
sin (¢) cos (¢)

n(m*(a,b,w)—p)d dy

Jo(a,b) = sin (¢p) cos (¢)

0 pi(aby)

2b
h(ab) s (7)
:/ / sin () cos (¢) pIn (p) dpde

0 0
h(a,b)
T . p2 p2 6031(]%’)
= [ sin(@eos@)| D) - 2| T ap
0
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h(a,b)

- 0/ sin () [COQSb((p) n <Cos2?<p)) B 00:(90)} de

h(a,b) h(a,b)

([ e [ S0

([ (5 T+ [meeosten] )

0 0

—p2 [1n (C()S(Z(;’b))f —In (2b)* + In (cos (h(a, b)))}

_p? [m (WCEWY —1n(2b)? +In (\/a;lﬁ)}

Unter der Voraussetzung, dass a = b gilt, kann der letzte Term vereinfacht werden zu

Jo(a, a) =a* [(% In(2) +1In (2@))2 —In (2a)* — %ln (2)}

({12 +1n(2)In (2) — 3 0 (2))
:“Z In (2)(41n (a) + 51n (2) — 2).

Offenbar ist Jy(a, a) streng monoton wachsend auf (0, co).
Andererseits ergibt sich mithilfe von

arctan(z ') = g — arctan(x), x>0,
und

P, b, 5 — ) = acos(3 — ¢) + bsin(5 — )
= asin(m — ) + bcos(—p) = beos(p) + asin(p)
= p**(ba a, SD)

fiir ¢ € [0, 7] die Gleichung

™

2 Pex(a,bp)

/' / Vi(K N H(p, ) In (Vi(K N H(p, 9))) dpdy

h(a,b) 0
T _h(ab) pes(abg—
/ l/ Vi(K N H(p, T — ) In (Vi(K N Hp, = — ¢))) dpdyo

121



h‘(b7a) Pxx (b7a74p)

= / / Vi(KNH(p,o—3))In(Vi(KNH(p,p —5)))dpdy

0
h(b,a) pusx (b,a,0)

:/ / V(K N H(p,p) In (Vi(K N H(p,p))) dpdep

0 0
:Jl(b, CL) + Jg(b, (l).
Damit erhélt man folgendes Lemma.

Lemma 5.23. Fulls K = R, fir a,b > 0 gilt, dann ist die asymptotische Entwicklung
von Var(Vy(Yk,(t))) firt >0 durch

Var(Vy(Yk,(t))) = 4rabR*In(R) + ¢(K)R* + O(R), R — o0,
mit
c(K) = 4mab(In(tya) + v — 1) + 4(Ji(a,b) + Ji(b, a) + Jo(a, b) + J2(b, a))
gegeben. Fiir a = b ergibt sich insbesondere
Var(V,(Yg, (1)) = 4ma®? R*In(R) + ¢(K)R* + O(R), R — oo,
mat

oK) = 4a? (7r(ln (ty20) + v — 1) + 7ln(2a) — 41 + In(2)(41n(a) + 51n(2) — 1))

T L= (—1)k
I=-"m@+>5S 2.
5 )+2k§_:0(2k;+1)2
Beweis. Es ist nur noch der Fall a = b fiir a,b > 0 zu betrachten. Der Koeffizient ¢(K') aus

Satz 5.10 ist nach den obigen Rechnungen bestimmt durch

o(K) = 7V (K)(In (t2.0) +7 — 1) + w(j; (2(41(a, @) + (a,a)))
= 4a’m(In (ty20) +v — 1) + 8(Ji(a, a) + Jo(a, a))
= 4a® (W(ln (ty20) +v—1) + 2(% In (2a) — 21 + iln (2)(41n(a) + 51 (2))

+ iln(z)(mn (@) +5In(2) — 2)))
= 4a®(m(In (ty20) + v — 1) + mIn(2a) — 47 + In(2)(41In(a) + 51n(2) — 1))
und daraus folgt die Behauptung. Ol

Bemerkung 5.24. Die untere Schranke fiir die Konvergenzrate im zentralen Grenzwert-
satz aus Satz 5.15 ist fiir K = R,, mit a > 0 genau dann gegeben, wenn

—m(In(tye0) +v — 1+ In(2)) + 47 — In(2)(51n(2) — 1)
a#exp( T+ 41n(2) )

gilt.
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Kapitel 6
MNW-Mosaike auf S?

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit MNW-Mosaike auf der zweidimensionalen Einheitssphé-
re S%. Zuerst miissen dafiir simtliche Begriffe aus dem euklidischen Raum R?, wie z.B. die
der Polygone und konvexen Korper, auf S? iibertragen und definiert werden. Weiterhin
stellen wir die inneren Volumina fiir konvexe Korper auf S und einige ihrer Eigenschaf-
ten vor. Dann konnen wir MNW-Mosaike auf S? definieren und verschiedene Mittelwerte,
wie z.B. die erwartete sphérische Gesamtkantenldnge, berechnen. Abschlieffend kann ein
Vergleich zu Mittelwerten von Poissonschen Grofkreismosaike auf S? hergestellt werden.

6.1 Grundlagen

Sei nun S? die zweidimensionale Einheitssphiire in R?. Die Riemannsche Metrik auf S?
wird mit dg2 bezeichnet und ist durch

ds2(x,y) = arccos (xTy), z,y €S

gegeben. Wir sagen zwei Punkte z, y € S? sind antipodal zueinander, falls y = —x gilt. Man
sieht leicht, dass zwei Punkte x, y genau dann antipodal zueinander sind, wenn ||z —y|| = 2
bzw. dg2(z,y) = m gilt. Fiir eine lineare Hyperebene H € H2 nennen wir S N H einen
GroRkreis, welcher S? in zwei Halbsphiren teilt. Wir bezeichnen die Menge aller Grofkreise
mit S;. Der Durchschnitt von zwei verschiedenen Groftkreisen Sy, Sy € S ist ein antipodales
Punktepaar und die Menge aller antipodalen Punktepaare wird mit Sy gekennzeichnet.
Zusitzlich definieren wir auch S := {S?}. Man sagt auch, dass S; die Menge der j-
dimensionalen Untersphéren von §? fiir alle j € {0, 1,2} ist.

Ein konvexer Kérper K C S? ist eine nichtleere, abgeschlossene Menge, in der die
Geodéte von zwei beliebigen Punkten ky, ko € K mit dgs2(ky, k2) < 7 ebenfalls in K liegt.
Dabei beschreibt die Geodiite von k; und ky den kiirzesten Weg auf S2, um von k; nach
ko zu gelangen. Wir schreiben K(S?) fiir das Mengensystem aller nichtleeren, konvexen
Korper auf S?, welche mit der durch die Hausdorff-Metrik der kompakten Mengen in R3
induzierten Topologie versehen wird. Per Definition gilt daher auch S; C K(S?) fiir alle
J €40,1,2}, wobei §? eine Art isoliertes Element in K(S?) verkorpert. Dazu definiert int K
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das Innere und K den Rand von K € K(8?). Zudem bezeichnen wir fiir K € K(S?) mit

:{Zalk’l : kiEK,OéiZO,TLEN}
i=1

den positiven Kegel (auch positive Hiille genannt) von K, d.h., es gilt K = §? N K. Die
Dimension von K ist definiert durch dim K := dim K — 1 und das relativ Innere relint X
von K ist das Innere von K bzgl. S?Nlin K, wobei lin K die lineare Hiille von K beschreibt.
Eine endliche Vereinigung von Elementen dieses Mengensystems nennen wir polykonvex.
Das System aller polykonvexen Mengen wird im Folgenden mit R(S?) symbolisiert.

Fiir K € K(8?) bezeichnen wir fortan mit

K*:={re&®: 27y <0 fiir alle y € K} (6.1)
den Polarkérper von K. Offensichtlich ldsst sich K* auch als
K* = {1: €8?: de(K,x) > g}

ausdriicken, wobei wir
ds2(K,x) := inf ds(y, x)
yeK

setzen. Fur x € 0K ist
N(K,z):={ye K* : 27y =0}

die Menge aller dufteren Normaleneinheitsvektoren von K in x.

Eine Menge P € K(S8?) ist ein konvexes sphirisches Polygon, falls P polyedrisch ist,
d.h. ein Durchschnitt von endlich vielen Halbraumen mit dem Nullvektor 0 im Rand. Fiir
die Menge aller konvexen sphirischen Polygone schreiben wir im Folgenden P(S?) und
verlangen insbesondere, dass 8? € P(8?) gilt. Per Definition erhalten wir sogar S; C P(S?)
fir alle j € {0,1,2}.

Fiir P € P(S?) nennen wir F' = §*N F eine j-Seite von P, falls F eine (j+ 1)-Seite von
P fiir j € {0,1} ist. Und Fist genau dann eine (j+1)-Seite von P, falls F = PNE fiir eine
Stiitzhyperebene E an P und dim F' = j + 1 gilt. Wir schreiben fo( ) fiir die Menge aller
Ecken (0-Seiten) und F;(P) fiir die Menge aller Seiten (1-Seiten) von P € P(S?). Fiir alle
F e F;(P), j € {0,1}, siecht man, dass N (P, z) immer dieselbe Menge fiir alle = € relint F
darstellt. Deshalb schreiben wir zusammenfassend N (P, F') fiir diese Mengen. Dann heifst

015 (N(P, F))

(2 = j)ka-
der dufere Winkel von P bei F' € F;(P), j € {0,1}. Dabei bezeichnen wir mit ¢; das
sphérische Lebesgue-Mak auf S; € S; fiir j € {0,1,2}. Fiir P € P(S?) \ {S?} definieren

wir zuséatzlich
a1 (0P) = > ou(F).
FeFi(P)

~v(F, P) :=

124



Wir werden als Néchstes die sphérischen inneren Volumina p; : K(S%) — Rsg, j €
{0,1,2}, einfithren. Dabei definiert s das normierte sphérische Lebesgue-Maf, und pq
und g lassen sich aus der sphérischen Steiner-Formel gewinnen.

Satz 6.1 (Sphirische Steiner-Formel, [63, Theorem 6.5.1]). Fir K € K(S8?) existieren
eindeutige Konstanten pio(K), i (K) > 0, so dass fiir alle 0 < e < 7

oo({r €8 i v ¢ K, ds2(K,z) < e}) = 4m(1 — cos(e))po(K) + 4 sin(e) 1 (K)

gilt.
Ist P € P(S8?)\ {S8?}, so erhdlt man
1
pi(P) = ———5— V(F, P)a;(F)
(J+ Dkjsa FER,(P)
fiir j € {0,1}. O

Korollar 6.2. Fiir P € P(S%)\ {S?} mit int P # 0 gilt
1
p(P) = —-01(0P).
Beweis. Nach der sphérischen Steiner-Formel ist

mP)= o 3 A(F Pou(F)

FeF(P)

fiir alle P € P(S?)\{S?} mit int P # ). Offenbar existiert zu jedem z € P ein S, € S; mit
der Eigenschaft N({z},z) = S, und somit N(P,z) C S,. Da int P # ) gilt, ist F;(P) # 0
und N(P,F) = N(P,xz) C S, fir alle F' € Fi(P) mit x € relint F. Daraus ergibt sich
unmittelbar N (P, F) = {xo} € S, fiir Sy € Sy und y(F, P) = 1 fiir alle F' € F,(P), womit
die Behauptung folgt. O

Aus der sphérischen Steiner-Formel kann man ebenfalls ablesen, dass die sphérischen
inneren Volumina normiert sind, d.h., es gilt p;(S;) = 1 fiir alle S; € S; mit j € {0, 1,2}.
Dazu erfiillt jedes sphérische innere Volumen y;, j € {0, 1,2}, die Eigenschaft

0;(S) = (7 + 1)rjr1p;(5)
fur alle S C S; mit S; € S;. Wir definieren zusétzlich y;(0) = 0 fiir alle j € {0, 1,2}.

Satz 6.3 ( |63, Theorem 6.5.2]). Fir j € {0,1,2} besitzt das innere Volumen p; die
folgenden Eigenschaften:

(a) p; ist rotationsinvariant, d.h., u;(VK) = u;(K) fir alle 9 € SO3 und K € K(S?).
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(b) Die Konvergenz K, — K im Sinne der Hausdorff-Metrik auf K(S?) impliziert
i (Kn) = pi(K),  n— oo,
fiir alle (Kp)neny C K(S?) und K € K(S?).
(¢) p; ist additiv, d.h., es gilt p;(0) = 0 und
i (K1 U K3) = i (Kv) + p(Ka) — i (K N Ko)
fiir alle Ky, Ky € K(S8?) mit K1 U K, € K(S?).
[

Bemerkung 6.4. Es gibt eine eindeutige Fortsetzung der sphdrischen inneren Volumina
auf R(S?), die die Eigenschaften (a) und (c) aus Satz 6.3 iibernehmen, vgl. dazu [63,
Section 6.5].

Um eine weitere Eigenschaft {iber die sphérischen inneren Volumina vorzustellen, be-
notigen wir das zusatzliche sphérische innere Volumen

/L,l(K) = ILLQ(K*), K € ]C(Sz)

Satz 6.5 ( |63, Theorem 6.5.5|). Es gilt

> i(K) =1

j=—1

2

fir alle K € K(S?) und falls K € K(S*)\ (U S,), erhilt man

und somit

po(K) + pa(K) = %

Bemerkung 6.6. Der letzte Satz impliziert insbesondere, dass fir Sy € Sk, k € {0,1,2},
wi(Sg) = 0 fir alle j € {—1,...,2} mit j # k gilt. Andererseits liefert dieser Satz kom-
biniert mit [63, Theorem 14.4.2], dass jo nicht die Euler-Charakteristik xsz auf S ist.
Néamlich es gilt unter Beriicksichtigung von [63, Section 6.5/, dass

xs2(K) = 2(po(K) + po(K)) (6.2)

fiir alle K € R(S8?%) und xs:(K) =1 fiir alle K € K(8?), die in einer offenen Halbsphdre
liegen, gilt.
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Als Néchstes stellen wir ein Analogon zum Satz von Hadwiger im euklidischen Raum
R?, siehe Satz 2.5, vor. Der folgende Satz beschriinkt sich nur auf P(S8?), da die Existenz
des Satzes auf K(S?) noch nicht geklirt ist und zurzeit ein offenes Problem darstellt.

Satz 6.7 (|35, Theorem 11.3.1]). Falls ¢ : P(8?*) = R ein bzgl. der Hausdor{f-Metrik auf
P(8?) stetiges, rotationsinvariantes und additives Funktional beschreibt, dann existieren
Konstanten ag, aq, a0 € R derart, dass

©(P) = agpo(P) + arp (P) + aspa(P)
fiir alle P € P(S?) gilt.

Bemerkung 6.8. Es ist zu erwdihnen, dass Satz 6.7 zundchst fir die in [35, Section 11]
definierten inneren Volumina ¢g, o1 und @y, die nicht mit den hier vorgestellten inneren
Volumina tbereinstimmen, giltig ist. Mit anderen Worten existieren fiir jedes Funktional
¢ : P(8?) — R, welches ein bzgl. der Hausdorff-Metrik auf P(S?) stetiges, rotationsinva-
riantes und additives Funktional beschreibt, Konstanten ag, aq,as € R derart, dass

P(P) = aopo(P) + a1p1(P) + azp2(P) (6.3)
fiir alle P € P(S?) gilt. Zusditzlich gilt nach [35, Section 11] die folgende Tabelle

| so} | 51|87
o | 1 |02
¥1 0 2 0
(Y2))) 0 0 47

fiir alle sy € 8% und Sy € S;. Wir werden jetzt sehen, dass wir die inneren Volumina jig, pi1
und pe mithilfe der Funktionale o, o1 und oo darstellen konnen. Nach (6.3) existieren fir
alle j € {0,1,2} Konstanten oo, j1,aj2 € R mit

1 (P) = ajopo(P) + aji91(P) + ajap2(P)

fiir alle P € P(8?). Wegen der Normierung von py und po und Bemerkung 6.6 folgt
unmittelbar, dass

p ¢1(P) p p2(P)
m(P) 2 2() 4
fiir alle P € P(S?) gilt. Fiir j =0 erhalten wir fiir alle s € S?

5 Mo({é’o}) = Qp,0-

Offensichtlich liefert Bemerkung 6.6 o1 = 0. Schliefflich erhdlt man mit

1
0= ,LL()(S2) = 52 + 04072477
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die Beziehung . .
po(P) = 5@0(13) - E@z(P)

fiir alle P € P(S8?%). Nebenbei schliefien wir aus (6.2), dass insbesondere xs2(P) die Euler-
Charakteristik von P 1ist, falls P in einer offenen Halbsphdre liegt. Tatsdchlich ist oy die
BEuler-Charakteristik auf S?.

Trotzdem haben wir uns dazu entschlossen, die inneren Volumina g, py und po baste-
rend auf Satz 6.1 bzw. [63, Section 6.5] zu definieren, da dort wie in Satz 2.1 die (sphdéri-
sche) Steiner-Formel als Zugang zu den inneren Volumina gewdhlt wird.

Als Néchstes werden wir die sphérische Crofton-Formel fiir P € P(8?) als Pendant zur
euklidischen Version aus Korollar 2.6 vorstellen. Dafiir bezeichnen wir mit 7 das eindeutig
bestimmte, rotationsinvariante Wahrscheinlichkeitsmaf auf S;. Das Mafs 7 kann folgen-
dermafien aus dem normierten sphéirischen Lebesgue-Maf v, das Wahrscheinlichkeitsmafs
auf 82, hergeleitet werden. Zu u € S? betrachtet man den zugehdrigen (duferen) Norma-
leneinheitsvektor n,. Schneidet man die durch den Normaleneinheitsvektor n, eindeutig
bestimmte lineare Ebene mit S?, so ist dieser Durchschnitt ein GroRkreis.

Satz 6.9 (Sphiérische Crofton-Formel). Es gilt

//A()(P N S) dTl(S) = /Ll(P) (64)
und

[ (P as)an(s) = (P (6.5)

S1

fiir alle P € P(S?).

Beweis. Wir werden die Formeln aus (6.4) und (6.5) unter Verwendung von Satz 6.7 zeigen.
Die linke Seite in (6.4) kann als ein Funktional ¢; auf P(S?) in der Form

&1(P)i= [ (P 1S)dn(s)
S1
aufgefasst werden. Offensichtlich erbt ¢; die Additivitdt und Rotationsinvarianz von g
aus Satz 6.3. Die Stetigkeit folgt ebenfalls aus diesem Satz kombiniert mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz. Daher liefert der Satz 6.7 Konstanten aq, a1, as € R, so dass
1 der Gleichung
$1(P) = aopio(P) + anpu (P) + azpz(P)

geniigt. Wegen der Normierung der sphérischen inneren Volumina und Bemerkung 6.6
erhalten wir fiir P = Sy € S

ag = P1(So) = /MO(SO N.S)dn(S) =0,

S1
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fir P=5,€8;
a; = ¢1(51) = /uo(Sl NS)dr(S) =1
S1
und fiir P = &2
ay = $1(S?) = /,LLO(S2 N.S)dr(S) = 0.
S1

Mit der gleichen Argumentation ist
@o(P) == /ul(P NnS)dn(S), PeP(S?,
S1

ein stetiges, rotationsinvariantes und additives Funktional auf P(S?) und erfiillt die Glei-
chung

a(P) = Bopo(P) + Brpua(P) + Bapa(P), Pe 73(82),
fiir Konstanten Sg, 51, 82 € R. Wie oben zeigt man, dass fo = 81 =0 und 8, = 1 gilt. O

Bemerkung 6.10. Eine Erweiterung der sphirischen Crofton-Formel fir K € K(S?)
(sogar fiir K € R(S?)) kann in [63, Section 6.5] gefunden werden.

Fiir eine Borelmenge B € B(S?) schreiben wir im Folgenden
[B] :={S €& : BNS #0}.
Korollar 6.11. Fulls K € K(S?) keinen Grofskreis enthdlt, dann gilt
T([K]) = 2m(K).

Beweis. Kombinieren wir die sphérische Crofton-Formel aus (6.4) fiir K € K(8?), siche
Bemerkung 6.10, mit (6.2), dann haben wir

Tl([K]) :/H{Km5¢@}dT1(S) :/XSQ(KQS)dTl(S)

Sy S1

_ 2/%(;{ N S) + (K N S)dri(S) = 2 (K),

da wegen der Additivitdt und Bemerkung 6.6
0 < (K NS) < pp(S)=0

fiir alle S € §; gilt. O]
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6.2 Konstruktion von MNW-Mosaike auf S2

Bevor wir die Konstruktion von MNW-Mosaike vorstellen konnen, werden wir zunéchst die
Definition eines Mosaiks auf S? liefern. Mit Py(S?) bezeichnen wir das Mengensystem aller
P € P(8?) mit int P # () und nennen ihre Elemente Zellen. Zusétzlich definiert F(S?) das
System der abgeschlossenen Teilmengen von 82, und B(F(S?)) ist die Spur-o-Algebra von
F? {iber F(8?).

Definition 6.12. Es sei T’ eine endliche Teilmenge von Py(S?) gegeben, so dass
(a) intcNint ¢ =0 gilt, falls c,d € T mit ¢ £ ¢ gilt,

(b) die Zellen von T die Einheitssphire S? tiberdecken, d.h.,

Uc:82.

CET

Dann ist
T:= U Oc € F(S?)
CET

ein Mosaik auf S%. Ferner bezeichnen wir mit T die assoziierte Zellenmenge zu T

Wir bezeichnen mit 7(S?) C F(S?) den Raum aller Mosaike auf §? und statten 7 (S?)
mit der Spur-o-Algebra B(T(S?%)) von B(F(S?)) iiber T(S?) aus. Fiir einen zugrunde-
liegenden Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A4, P) ist ein zufilliges Mosaik auf §? durch eine
(A — B(T(8?%)))-messbare Abbildung von © nach 7(S?) definiert.

Uberdies definieren wir fiir T € 7(S?), ¢ € T und S € [¢] das Mosaik @, g(T) € T(S?)
durch

@qs(T) =TU(cNSI).

Anders ausgedriickt, ist @.g(7") das Mosaik, das aus 7" entsteht, wenn die Zelle ¢ durch
den Grofkreis S in zwei Zellen geteilt wird.

Fiir die Definition des MN'W-Mosaiks auf §? zerlegen wir S? in die Halbsphiren Si =
{(z,y,2) € 8 : 2 > 0} und §? = {(v,y,2) € & : z < 0} und bezeichnen mit
A :=82N8? den Aquator von 8% Fiir das notwendige Hintergrundwissen der Theorie der
Markoff-Prozesse verweisen wir auf [31, Chapter 8|.

Definition 6.13. Unter einem MNW-Mosaik-Prozess mit der Initialisierung Ys2(0) := A
versteht man den zeitstetigen Markoff-Prozess (Ys2(t))i>o auf T(S?), dessen infinitesimaler
Generator Ls: fiir beschrinkte und messbare Funktionen F : T(8?) — R durch

LeF(T) =Y / [F(0us(T) — F(T)] dn(S), T e T(S2), (6.6)

ceT [

gegeben ist.
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Abbildung 6.1: Realisierung eines MNW-Mosaiks Ys:(t) auf S2.

Der Prozess (Ys2(t))i>0 kann analog zum euklidischen Fall beschrieben werden, siehe
Abschnitt 2.4. Wir starten zur Zeit ¢ = 0 mit den zwei Zellen §7 und 82, die durch
den Aquator A voneinander getrennt werden. Zusitzlich besitzen 8% und §? unabhéngig
voneinander exponentialverteilte Lebenszeiten L, und L_ mit den Parametern 7 ([S%]) =
71([8%]) = 1. Ohne Einschrinkung ist L, < L_ gegeben. Falls nun die Lebenszeit L
abgelaufen ist, so wird geméf der (bedingten) Verteilung

C1IS2T) ni(- N[S2)
Tl( ‘ [S+]) T 7'1([83_])

ein Grofkreis S € S zufillig ausgewdhlt, welcher S? in zwei Zellen 8% N ST und 8% N
S~ trennt. Dabei sind ST und S~ die durch S eindeutig charakterisierten Halbsphéren.
Dann haben 8 N'S* und 83 NS~ ebenfalls unabhingig voneinander exponentialverteilte
Lebenszeiten mit den Parametern 71([S7 N S*]) = 1 und 7 ([ST N S7]) = 1 und die
Konstruktion wird in jeder Zelle rekursiv fortgefiihrt.

=n(-N[SH) =n

Definition 6.14. Unter einem MNW-Mosaik auf S* mit Parameter t > 0 verstehen wir
das zufillige Mosaik Ys2(t) € T(S?).

Eine Realisierung eines MNW-Mosaiks Ys2(t) auf S? ist durch die Abbildung 6.1 gege-
ben. Der Name MNW-Mosaik fiihrt auf die Erfinder Mecke, Nagel und Weifs der Konstruk-
tion von STIT Mosaike zuriick, welche wir im Wesentlichen hier auch verwendet haben.
Dabei wiire das Attribut STIT hier irrefiihrend, weil MNW-Mosaike auf S? diese Eigen-
schaft nicht erfiillen.
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6.3 Eigenschaften von MNW-Mosaike auf S?

Wir betrachten im Folgenden Zellfunktionale auf 7(S?) in der Form

S(T) = o), TeT(S?, (6.7)

ceT

wobei ¢ : P(S8?) — R ein beschrinktes und messbares Funktional beschreibt. Die Mar-
tingaleigenschaft flir Funktionale von lokalen STIT Mosaike aus Lemma 2.23 kann analog
auch fiir Zellfunktionale von MNW-Mosaike auf S? formuliert werden.
Lemma 6.15. Der stochastische Prozess

t

(2¢,(y52 (1)) — Zp(Ye2(0)) — / L2 Xy (Vs2(s)) ds)

t>0

definiert fiir ein beschrinktes und messbares Funktional ¢ : P(S?*) — R ein Martingal bzgl.
der von (Ys2(s))o<s<t induzierten Filtrierung, wobei Ls2 der Generator aus Definition 6.13
18t.

Beweis. Mit der Beweistechnik aus [66, Proposition 1| kann die Aussage analog gezeigt
werden. O

Offensichtlich definiert Ys:(t) per Konstruktion fiir alle ¢ > 0 eine zuféllige abgeschlos-
sene Menge in R3. Thr Kapazititsfunktional ist gem#® Definition 2.10 durch

Tyt)(C) == Py, (F&) =P(Ys2(t) N C # 0), Cel®ns?,

gegeben. Eine direkte Anwendung von Lemma 6.15 bestimmt das Kapazitdtsfunktional
Ty, von Ysa(t) fiir zusammenhingende Mengen K € K(S?), die die Eigenschaft K C
int 8% erfiillen.

Lemma 6.16. Unter der Bedingung, dass K € K(S?) mit K C int S? ist, gilt fiirt > 0
+
1= Ty, (K) =P(Yse(t) N K = () = e (KD = e2m (K, (6.8)

Beweis. Ohne Einschrankung gilt X' C intS?. Nach Lemma 6.15 wissen wir, dass der
stochastische Prozess

t

(EolVor(t) = Zol¥ol0)) = [ LerSa(¥ea(s) ds)

0

t>0
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fiir ¢(c) = yxce ein Martingal bzgl. der von (Ys2(s))o<s<¢ induzierten Filtrierung ist. Die
Martingaleigenschaft fiihrt uns mithilfe des Satzes von Fubini zu

t

Mnﬁmezszmamwm=Emanmmywﬂ/mma@@nﬂ

0
t

_ 1+/E[ 3 /z¢(@c,s(y82(s))) ~ 2,(Yae(s)) dry ()] ds

CeYSQ (s) [c]

= / / g cer Mixns-0) dTl(S)} ds

0 CGYSQ (s) ]

[ Z H{KCC}/H{KmSﬂ} dTl(S)} ds

0 c€Vs2(s) [
t
:1—7’1([KD/]E[ Z H{ch}] ds
0 cef/'sg(s)

=1 - n(K)) /P(YSQ(S) NK =0)ds

Dies liefert die lineare Integralgleichung
t
o) = 1= (KD [(s)ds it y(0) =1,
0

welche die eindeutige Losung y(t) = e~ (XD besitzt. Wegen 7 ([K]) = 241 (K) nach Ko-
rollar 6.11 folgt die Behauptung. 0]

Weiterhin kénnen wir mithilfe des kommenden Lemmas festhalten, dass der Prozess
Ys2 (1) N (S '\ A) fiir einen Grofkreis S € S\ {A} einen Poissonschen Punktprozess mit
Intensitdtsmak ¢ - 71| 52 q(s\a) =t 71(- N [S2N(S\ A)]) bildet. Dabei ist dieser Poissonsche
Punktprozess als Analogon zu Definition 2.16 zu verstehen. Zudem bedeutet conv A ab
sofort die sphirische konvexe Hiille von A C S2.

Lemma 6.17. Es sei S € & \ {A} ein beliebiger Grofkreis. Dann sind die Punktpro-
zesse Yz (£) N (S \ A) und Ys2 (t) N (S\ A) unabhingige Poissonsche Punktprozesse mit
Intensititsmaf t - T1)S20(S\A) -

Beweis. Die Unabhéngigkeit der beiden Prozesse folgt unmittelbar aus der Konstruktion
der MNW-Mosaike. Ohne Einschrénkung reicht es zu zeigen, dass Y ()N (S\ A) ein
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Poissonscher Punktprozess mit Intensitiatsmal ¢ - 7| S2N(5\A) ist. Nach [63, Theorem 3.6.3|
miissen wir demnach die Gleichheit

m

IP( (Y (t)N 1, = @}) = ﬁ et (6.9)

j=1

fiir alle sphérischen Segmente Iy,..., I, C 8% N (S \ A) verifizieren. Dabei sind diese
Segmente ohne Beschréankung der Allgemeinheit so angeordnet, dass fiir alle j € {1,..., m—
1} und k € {1,...,m} mit k ¢ {j,j+ 1} die sphérische konvexe Hiille von I; und [;;; das
Segment [ nicht enthélt. Allerdings enthélt die sphérische konvexe Hiille von I,,, und I,
alle Segmente Iy, k € {2,...,m—1}. Die Richtigkeit von (6.9) werden wir mit vollstdndiger
Induktion belegen. Fiir m = 1 ist dies gerade Lemma 6.16. Fiir m > 2 gilt mit der gleichen
Argumentation wie im Beweis von [51, Lemma 4|

1
m

P(¥e®) N =0)) =4t 3= (2] 2]) [ om0

j=1 Z1, Z2 0

% G(t(L — s), Z))G(t(1 — 8), Z») ds

(6.10)

mit
G(v,Z) :=P(Ys2(v) N Z = 0), v>0,ZCSIN(S\A),

wobei I die sphérische konvexe Hiille von I, ..., I,, definiert und die Notationen aus Ka-
pitel 3 zur Berechnung des Kapazititsfunktionals eines STIT Mosaiks in R? mit

[Zl‘Zg] = {Sl € 81 : Z1 ﬂSl = ZQﬁSQ = @, COHV(Z1 UZQ)ﬂSl ?é @}

gelten sollen. Die Terme in (6.10) lassen sich wie folgt berechnen. Aufgrund der Tatsache,
dass Z; und Z; weniger als m Elemente enthalt, gilt per Induktionsannahme fir J C
{1,...,m} mit 1 <cardJ <m

G(t(l _ S), Zl) _ Heft(l—s)ﬂ([lj]) und G(t(l — s), Zz) — H eft(l—s)n([lj])

jeJd jeJe
und somit

G(t(1 — ), Z) G(H(1 — 5), Zy) = [ [ e~ 17om D),
j=1

Fiir j € {1,...,m — 1} bezeichnen wir mit [; ;1 das sphérische Intervall auf S N (S'\ A),
welches sich zwischen I; und I;;, befindet. Dann sieht man leicht, dass

n([]) =n(h]) + -+ n([In]) + 1)) + - 4 7a([Tn1.m])

gilt. Dies impliziert unmittelbar

m m—1
=t > (L) —ts 3 7([Lj541])
oMU G(4(1 — ), Z)G(t(1 - 8), Zs) =e = e =T
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und somit erhalten wir fiir das Integral in (6.10)

—t 3 m((1])
e J=1 ,

m—1
1 -t 3 Tl([fj,j+1])>
Jj=1

— 1—e
t Zl 71([£j,5+1])
J:

welches unabhéngig von der Wahl von Z; und 7 ist. Da fiir alle Z; und Z5 mit conv Z; N
conv Zy # () offensichtlich 71 ([Z; | Z5]) = 0 gilt, stimmt die Summe Y t71([Z; | Z2]) gerade

Zy,Z2
mit dem Vorfaktor des letzten Ausdrucks iiberein. Dies liefert mit

m—1 m
- =t > m([L ;41D\ -t X (L))
P(ﬂ{Ysz(t) ni;= (Z)}) =e~ ) 4 <1 P >e =
j=1
— H et
7=1
die Behauptung. m

6.4 Mittelwerte von MNW-Mosaike auf S?

Um auf die Zellfunktionale aus (6.7) zurtickzukommen, miissen wir zunéchst einige Begriffe
vorab definieren. Fiir ein MNW-Mosaik Ys2(t) auf S* mit ¢ > 0 nennen wir v € S?
einen Knoten von Ys:(t), falls v eine Ecke von zwei Zellen ¢y, ¢; € Yso(t) mit ¢; # ¢,
ist. Eine Kante von Ys:() ist eine Teilmenge einer Seite F' € Fi(c) von einer Zelle ¢ €
Vse (t), die durch zwei Knoten begrenzt wird und im relativen Inneren keinen Knoten
enthélt. Ferner wird eine maximale Vereinigung von kollinearen Kanten, die nicht einen
Grofskreis charakterisieren, ein I-Segment genannt. Mit anderen Worten ist ein I-Segment
dasjenige Segment, das bei der Teilung einer Zelle ¢ € Ysz(s) durch einen Grofskreis S zu
einer Zeit s < t entsteht. Wir schreiben V(Ys:(¢)) fiir die Knotenmenge, £(Ys:(t)) fiir die
Kantenmenge und Z(Ys:(¢)) fiir die Menge der I-Segmente von Ys:(t).

Wir interessieren uns als Erstes fiir die sphéarische Gesamtlange der I-Segmente, d.h.
fiir das Funktional

Yo (D).

T€T(Yga (1))

Da der Aquator A kein I-Segment ist und eine Kante genau zu zwei Zellen gehért, kénnen
wir auch das Zellfunktional 1
3 Z 01(0c) — 2w

CEYSQ (#)

untersuchen, welches der sphérische Gesamtlange der I-Segmente entspricht.
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Lemma 6.18. Die erwartete sphdrische Gesamtlinge der I-Segmente von Ysz(t) ist fir
alle t > 0 durch

]E[ Z 01(1)] =2t

I€T(Yga (1))

gegeben und es gilt

]E[ Z 01(80)]:47T(t+1).

c€V52 (t)

Beweis. Wir wenden wieder das Lemma 6.15 an und erhalten mit dem Satz von Fubini

E[ Z 01(80)}

€42 (t)
—4r + /E[ Z /01(8(6 N SH)) + 01(8(c N S7)) — o (Dc) dﬁ(sﬂds
0 c€¥52(s) [

:47r+2/IE[ 3 /al(cﬂS)dﬁ(S)}ds

0 ceYsg (s) [c]

:47r+4/12/tE[ 3 /ul(cmS)dﬁ(S)}ds.

cGYSQ (s) [d]

Die Anwendung der sphérischen Crofton-Formel aus (6.5) auf das innere Integral fithrt uns
zu

t ¢
47T+47T/E[ Z ,U,Q(C)]ds:4w+4W/E[u2(52)]ds:47r+47rt,
0 CEYSQ(S) 0

wobei wir abschlieRend die Definition von juy und die eines Mosaiks auf S? ausgenutzt
haben. ]

Fiir t = 1 ergibt sich fiir die erwartete sphérische Gesamtléange der I-Segmente der Wert
2w, welcher wie folgt interpretiert werden kann:
Per Konstruktion besitzen die Startzellen S und 8% zum Zeitpunkt ¢ = 0 unabhéngig
voneinander exponentialverteilte Lebenszeiten mit Parameter 1. Mit anderen Worten er-
wartet man, dass beide Zellen eine Lebenszeit von ¢ = 1 haben und dann geteilt werden.
Dann hat jedes entstandene I-Segment automatisch die Lange .

Ahnlich kann auch die sphirische Gesamtkantenléinge, welche durch das Funktional

Z o1(e)

€€ (Yga(t))
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gegeben ist, berechnet werden. Hier miissen nur zwei Spezialfille bedacht werden. Wenn
bis zum Zeitpunkt ¢ die Startzellen 7 und S? nicht geteilt worden sind, so ist noch keine
Kante entstanden. Falls zur Zeit t lediglich eine Startzelle gesplittet worden ist, werden
alle Kanten von Ys2(t) in dieser Zelle erzeugt. In der Notation von oben ergibt sich somit

Z o1(e) = Z or(1) + 27 L, >t 1 >eye-

ecf(Yga () I€Z(Yg2(t))

Da wegen der Unabhéngigkeit von L, und L_
P{L >t L_>t})=1-P(Ly >t, L_>t)=1—-e?
gilt, lasst sich nun folgendes Lemma formulieren.
Lemma 6.19. Fir den Erwartungswert der sphdrischen Gesamtkantenldnge eines MNW-
Mosaiks Ys:(t), t > 0, auf S? erhdlt man
E[ 3 Ul(e)] —or(1—e 2 +1).
ecf(Yga(t))

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit der Anzahl der Zellen, die durch das Zellfunk-

tional
Si(Vee(t) = > 1
CEY/SQ(t))

reprasentiert wird.

Lemma 6.20. Die erwartete Anzahl der Zellen eines MNW-Mosaiks Ys2(t) auf S* ist fiir
alle t > 0 durch

E[Zl(Ygz(t))]:E[ 3 1]:t2+2t+2

06?52 (#)
gegeben.
Beweis. Lemma 6.15 und der Satz von Fubini fuhren zu
t t
el Y 1]= 2+/E[ 3 /mﬁ(s@ds _ 2+/E[ > nlld)]as
56Y52 (t) 0 C€Y52 (s) lc] 0 CGY52 (s)
t
:2+2/E{ Z ,ul(c)]ds,
0 cEYsg(s)

wobei wir im letzten Schritt Korollar 6.11 und 71([S%]) = 1 verwendet haben. Mithilfe von
Korollar 6.2 und Lemma 6.18 lasst sich Letzteres zu
t t

1 2
2+/27rE[ Z o’l(ac)}ds—Q—i—/Qs—i-QdS—t + 2t 42

0 c€Ys2(s) 0

vereinfachen. O
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Korollar 6.21. Fir die erwartete Anzahl der I-Segmente von Ys:(t) ergibt sich

E[ 3 1} —t(t+2)

I€T(Yg2 (1))

und fiir die der Knoten von Ys:(t)

E 1} = 2(t +2).
vEV(Yg2 (1)

Auflerdem gilt fiir die erwartete Anzahl der Kanten von Ys:(t)

E[ 3 1] = 3t(t +2).

€€ (Ygz (1))

(6.11)

(6.12)

(6.13)

Beweis. Das Mosaik Ys2(0) besitzt zwei Zellen, keine Knoten und keine I-Segmente und
somit auch keine Kanten. Da bei jeder Geburt eines I-Segments eine Zelle in zwei neue
Zellen geteilt wird und dabei zwei neue Knoten entstehen, folgt insgesamt mit Lemma 6.20
die Gleichungen (6.11) und (6.12). Weiterhin entstehen bei jeder Geburt eines I-Segments
fiinf neue Kanten, wogegen auch zwei Kanten eliminiert werden. Demnach folgt der Rest

der Behauptung.

O

Wie oben schon beschrieben spielt der Aquator eine besondere Rolle. Deshalb interes-
sieren wir uns im Folgenden fiir die erwartete Anzahl der Zellen, die eine Seite auf dem

Aquator haben.

Lemma 6.22. Die erwartete Anzahl der Zellen, die eine Seite auf dem Aquator besitzen,

ist durch

E[ Z 1{@0&#0}} =4t + 27"

CEYSZ (t)

fiir alle t > 0 gegeben.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit beschrinken wir uns auf die obere Halb-

sphére Si. Die Anwendung von Lemma 6.15 impliziert

t

E[ 3 n{mﬂ}] 14 / ]E[ 3 / 1 (ernns.20) dTl(S)}ds

cE)A’SEr (t) 0 CeYSi(S) ]

— 1+/E[(H{L+>s}+n{L+SS}) > 71([cﬂA})}ds

cEYz S
S+()
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:1+/]E[]1{L+>5} 3 Tl([cﬂA])}ds

cef/ 2 (s)
+/]E Lpocy Y mllena)]ds
0 €V 2 (s)
Mit Korollar 6.11 ergibt sich insgesamt
¢ ¢
E > L] =1 +/IP’(L+ > 5) ds+/E{]1{L+<s} > 2mena)ds
CE?Si (t) 0 0 CEY 2 (s)

t t

:1+/e_sds+2/P(L+§s)ds

0 0
t

:1+1—e_t+2/1—e_sds
0
=2—e'+2t-2(1—e")=2t+e".
Dies liefert die Behauptung. Ol

Zusétzlich konnen wir die erwartete Anzahl der Knoten und der Kanten von Ys:(t)
angeben, die der Aquator enthélt.

Korollar 6.23. Fir die erwartete Knoten- und Kantenanzahl von Ysa(t) auf dem Aquator

ergibt sich
E[ 3 11{veA}] _ E[ 3 n{ECA}} — 4t

vEV(Yga (1)) €€V (1)
fiir alle t > 0.
Beweis. Es gilt offensichtlich fast sicher
Z Tipeny = Z Lierazoy — Lypysey — Lyz_sey-
vEV(Yg2(t)) cEV2(t)
Fiir den ersten Summanden der rechten Seite wenden wir Lemma 6.22 an und bekommen

B[ D Mgew| =4t+207 = 2P(Ly > 1) = 4t

vEV (Y (1))
Wegen
Z Tipeny = Z Lecay fast sicher,
veV(Ya () e€E(Yga (1))
erhalten wir insgesamt die Behauptung. O
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Wir betrachten jetzt die Seiten und Ecken eines MNW-Mosaiks Ys2(t) auf S? fiir ein
t > 0. Die Menge

Fi(Ys2(t) :={(c, F}) : c € Yu(t), Fj € Fy(c)}

definiert fiir j = 0 die Ecken- und fiir j = 1 die Seitenmenge von Ys2(t). Unter der
Beriicksichtigung, dass ein Knoten v € V(Ys2(t)) zwei Ecken von Ys:(t) erzeugt, ist die zu
erwartende Anzahl an Ecken von Ys:2(t) durch

E[ D 1} — 4t(t +2) (6.14)
ce€¥s2(t) FoeFo(c)
gegeben. Fiir die Seitenanzahl von Ys:(t) reicht es wegen

o> = > > 1+ Y > (6.15)

ceVsa (t) Fr€F1(0) ceffsi (t) F1€F1(0) €2 (1) F1€F1(c)

und der Unabhéngigkeit und Verteilungsgleichheit von Y2 (t) und Y2 (t) aus, ohne Ein-
schriankung den ersten Summanden der rechten Seite zu untersuchen. Dazu bemerken wir,
dass Y2 (0) genau aus einer Seite besteht und bei der ersten Zellteilung vier neue Seiten
entstehen und eine Seite eliminiert wird. Bei jeder weiteren Zellteilung werden nun sechs
neue Seiten generiert und zwei Seiten geloscht. Demnach erhalten wir fast sicher

3 Z)1—1+[4< >o1) 1|1y

eV (t) FIEFI(c I€T(Ygo (1))
+ +

Lemma 6.24. Fir die erwartete Seitenanzahl eines MNW-Mosaiks Ys2(t) firt > 0 ergibt

sich
E[ > 1}:2(e*t+2t(t+2)).

€V 2 (t) F1E€F1(c)

Beweis. Wir erhalten unmittelbar aus Korollar 6.21

El > > i =1+4€[( > 1)ig.ay| P <0)

Ceffsi (t) FieF (e) IEI(YSi ®))

—1 +4(%t(t+2)) —(1—e ) =et +2t(t +2)

fir alle ¢ > 0. Zusammen mit (6.15) folgt die Behauptung,. O

Bemerkung 6.25. Der Beweis in Lemma 6.22 in Verbindung mit Korollar 6.25 hat ebenso
gezeigt, dass die erwartete Anzahl der Ecken von Ys2(t) auf dem Aquator durch

E[ 3 Y Wnen| =8t

€V 42 (t) Fo€Fo(c)
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und die der Seiten von Ysa(t) auf dem Aquator durch

E[ Z Z ]l{Fch}i| =4t + 267?&

cEV 2 (t) F1€F1(c)
fiir alle t > 0 gegeben sind.

Wir schreiben kurz V, E,Y, Fy, Fi und T fiir V(Ys2(t)), E(Ys2(t)), Ya2(t), Fo(YVs2(t)),

Fi1(Ys2(t)) und Z(Ys2(t)) und bezeichnen mit Ay := E[ ) 1] die Intensitét fir alle X €
zeX

X = {V,E,Y,}"o,fl,l}. Zudem nennen wir x € X ein Objekt von X € X. Insgesamt
haben wir den folgenden Satz gezeigt.

Satz 6.26. Fiir X € X ergeben sich die Intensititen

x| v | ¢ | v | /R | A | 1z
Ax | 2t(t+2) | 3t(t+2) [ 2 4+2t+2 | 4t(t+2) | 2(e" +2t(t+2)) | t(t +2)

fiir alle t > 0.

Nun méchten wir das typische Objekt einer Klasse X € X einfithren, indem wir das
in [58] vorgestellte Konzept der Palm-Verteilung verwenden. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass §? ein homogener Raum ist, den man als Quotientenraum SO3/SO, identifizieren
kann. Dabei wirkt die Rotationsgruppe SOs transitiv auf S?, da fiir alle s;,s, € S? ein
Y € SO3 mit Js; = sy existiert. Weiterhin ist der Stabilisator des Nordpols e3 = (0,0, 1)

SOs(e3) := {0 € SO3 : Yez = e3}
offensichtlich isomorph zu SO,. Dann definiert ¢ : SOz 0 e3 — SOz, s = ez — ¢, mit
SOz 0 e3:= {Ues : ¥ € SO3} = S?

einen Gruppenhomomorphismus und somit ist §? isomorph zu SO3/S0O,. Nach [29, Ab-
schnitt 3.4] charakterisiert S? dann einen homogenen Raum. Fiir jede Klasse X € X be-
trachten wir eine Funktion My : X — 82, so dass Mx(Jx) = Mx(x) fiir alle ¥ € SO3 und
fir alle z € X gilt. Fiir X € {V, Fy} wahlen wir die Identitat Mx = id, fir X € {€, F1,Z}
die iibliche Mittelpunktfunktion. Zudem favorisieren wir fiir den Fall X = Y die Funktion
My, die jeder Zelle ¢ € Yo (t) den Mittelpunkt Mx(c) der kleinsten Kugelkappe zuordnet,
in der sich ¢ befindet.
Dazu studieren wir den Prozess

Ex = {Mx(l'> : JL'EX}

mit Intensitét E[card £ X} = A\x < 00. AbschlieRend benétigen wir fiir z € S? die Menge
O, = {¥ € SO; : des = x} und das invariante Wahrscheinlichkeitsmaf v., auf ©.,
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und bezeichnen mit v, = v, o ¥~ das Bildmaf v,, bzgl. ¥ fiir ein beliebiges ¥ € O,.
Dabei spielt die Wahl von 9 aufgrund der Invarianz von v,, keine Rolle. Geméf [58] ist die
Palm-Verteilung P% von Ys:(t) bzgl. X das Wahrscheinlichkeitsmaf auf (7(S?), B(T(S?)))

mit

P&(A);—AXWE[E:E/&ug1%ﬂw@ﬂdu40ﬂ7 AeBT(SY).  (6.16)

TefX@I

Unter der Palm-Verteilung IP’%, ist der Nordpol stets der Mittelpunkt einer Zelle, welche wir
die typische Zelle von Y nennen. Analog werden die typischen Objekte fiir die restlichen
Klassen von X definiert.

Falls X € {&, Fi,Z} ist, bezeichnen wir mit ¢x die erwartete sphérische Lénge des
typischen Objekts von X. Auferdem kennzeichnen /,¢ und ay den erwarteten sphérischen
Umfang und die erwartete sphirische Fliche der typischen Zelle von Yie (t).

Satz 6.27. Firt >0 ist ay = t%ﬁfﬁ und Cx ist fir X € {5,8?,]—‘1,1} durch
x| ¢ oo | A I
/ 2m(1—e~ 2t +1) 47 (t+1) 2m(t+1) o
X ‘ 3(t2+2t) ‘ 242t+42 | e t42t(t+2) ‘ t+2

gegeben.
Beweis. Wir erhalten mit der Palm-Verteilung P%,, X € {£, oY, F1,Z}, aus (6.16) in Kom-

bination mit [58, Theorem 1] einschlieflich des dort nachfolgenden Korollars

E[Y o1(e)] E[2 01(9c)

ecf ceY
le = o Loy = T7
E[> 01(9c)] E[Y o1(1)]
E]-'l _ ceY : ZI _ IeT
AF, A1
fiir alle ¢ > 0. Aufserdem erfiillt ay die Bedingung ay = i—; und demnach vervollstdndigen
Lemma 6.18 und Lemma 6.19 kombiniert mit Satz 6.26 den Beweis. Ol

Schliefslich bendtigen wir fiir den folgenden Satz den Begriff der Adjazenz. Dazu be-
trachten wir zwei Klassen X, Z € X und nennen z € X und z € Z adjazent, falls x C z
oder z C x (z,z als Mengen betrachtend) gilt. Dabei charakterisiert my(z) fiir ein Objekt
x € X die Anzahl aller Objekte z € Z, die adjazent zu x sind. Fiir X, Z € X bezeichnen
wir dann mit px z die erwartete Anzahl von Objekten von Z, die adjazent zum typischen
Objekt von X sind, d.h.

E[>2 mz(x)]

reX

Ax
Zum Beispiel beschreibt piy o die erwartete Anzahl der Kanten, die der Rand der typischen
Zelle enthilt. Wir schreiben im Folgenden fiir X € {£,Y, F,}

XNA={reX :2CA} und X \A:={reX :z¢A}

Ux,z =
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Abbildung 6.2: Ausschnitt eines MN'W-Mosaiks auf S2.

Satz 6.28. Fir X, Z € X sind die Mittelwerte px z firt > 0 durch die Tabelle

X,z
X ] Z
% E Y Fo Fi v
% 1 3 3 2 5 2t41)
£ 2 1 2 4 2 3%23)
% 6t(t+2) 6t(t+2) 1 126(t42) % «
1242t+2 124242 1242t+2
Fo 1 3 3 1 5 A
F 5t(t+2) 3t(t+2) 10£(t+2) 2t(t+1)
L e tpot(t+2) e t42t(t+2) X e~ t4+2t(t42) X e~ t+2t(t+2)
T 4(t+1) 3t4+2 8(t+1) 4(t+1) 1
42 T X 2 2

gegeben.

Beweis. Die Werte auf der Diagonalen der Tabelle sind bis auf y1r, 7 nicht mehr zu zeigen.
Wir betrachten zunéchst den Fall X = V. Mithilfe der Abbildung 6.2 erhalten wir fiir
v €V # () fast sicher

me(v) = my (v) = 3, mz,(v) =2, mz (v) =5

und damit

e = [hyy =3, .7 = 2, pyF = 5.
Fiir den Fall, dass Z = T gilt, miissen wir beachten, dass der Aquator kein I-Segment ist.
Dies liefert dann fiir V # () fast sicher

2, veV\A

mz(v)—{ 1, veVnNA.
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Daraus schlieffen wir unter Beriicksichtigung von Korollar 6.23, dass

E[Y. mz(v)]  E[ X mz(v)] +E[ X mz(v)]

_ wey _ vEV\A veVNA

Uy = )\v = N
20\ —4t) 4t 2(2t(t+2) —4t)+4t 2+ 1)
B Ay B 2t(t + 2) Ct+2

fir alle ¢ > 0.
Es sei nun X = £. Mit Blick auf Abbildung 6.2 ergibt sich fast sicher fiir e € £ # ()

my(e) = mg(e) = mr(e) =2, maz(e) = 4

und deshalb
pey = ey = HeF = 2, peF, =4

Der interessantere Fall wird wieder durch Z = 7 verkorpert. Es gilt fast sicher fiir € # ()

(e) = 1, eec&\A,
M=V 0, ecENA

und daher mit Korollar 6.23

E[Y mz(e)] Bl X ma(e)] +E[ X maz(e)]

ecf ecE\A ecENA
Uez = e = e
_)\g—4t_3t(t+2)—4t_ 3t + 2
e Bt(t+2) 3(t+2)

fur alle ¢t > O.A
Fir X =Y erhalt man fast sicher

> mylr) =Y mx(z) (6.17)

zeX ze€Z

fir alle Z € {V, &, Fy} und somit
E[>S mz(z)]  E[> mx(z)]

zeX z€Z
Ux,z = Ay = Ax
Dies liefert fiir alle ¢ > 0
Hyy = 3)\)?2’ Hy e = 2}\)\?’ Ky Fo = 3:;0
v v v

Des Weiteren ergibt sich fiir X = Fy # () gemif der Abbildung 6.2 fast sicher

my(Fy) =1, me(Fy) = my(Fy) =3, mzx, (Fy) =5
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fiir alle Fy € Fy. Daraus folgt fiir ¢ > 0
/’L}-O,V = 17 IU/]'—(),S — ’LL]:O,Y - 37 /,[/]:0’]_-1 — 5

Andererseits miissen wir beachten, dass fiir Z =7

2, FQG.F()\A,

mz(Fy) = { 1, Fpe FonA

fast sicher fiir Fy # () gilt. Demnach bekommt man mit Bemerkung 6.25 fiir alle ¢ > 0
E[ > mz(Fy)]  E[ > mz(F)]+E[ > mz(Fo)

[ . FoeFo . FoeFo\A FoeFoNA
Fo,L )\]:0 )\]:O
C20s - 8) 48 2(4t(t+2)—8) 48t 2(t+1)
B A7, B 4t(t +2) Ct+2

Wir betrachten nun X = F;. Offensichtlich gilt wie in (6.17) fast sicher

> mg(F) =) mz(2)

FieFR zeZ
fir alle Z € {V, &, Fo} und demzufolge fiir t > 0

5\ e A%,

HFy = e HF e = e, HF,Fo = A,

Weiterhin erhalt man fast sicher fiir 7 =7

1, FreR\A
mI(Fl)_{O, Fie ANA

und mit Bemerkung 6.25
E[ 3 mz(F)]  E[ > mz(F)I+E[ > mz(F)]

_ FieF . FreFi\A F1eF1NA
HFz = )\]:1 = )\]:1
Ap — (At +2e7") 204 2t(t+2)) — (4t +2e7F) 2t +1)
B Ar, B 2(e~t + 2t(t +2)) et 2t(t +2)

fir ¢ > 0.
Als Letztes ist der Fall X = 7 zu untersuchen. Fiir alle Z € {V, £, Fo, F1} machen wir
wieder von (6.17) Gebrauch. Zum einen gilt unter Verwendung von Korollar 6.23

E[Y my(I)]  E[ X mz(v)] +E[ > mz(v)]

_ Iez _ vEV\A vEVNA

Hz,y = Ay = Ay
2\ —4t) 4t 2(2t(t +2) —4t) +4t 4(t+1)
B Az B t(t+2) 42
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und

E[Y me(I)]  E[ X mz(e)]+E[ > mz(e)]

B Iez B ecf\A ecENA
Hz.e = Ay = Ay

e —4t 3t(t+2) — 4t 3t +2

TN tt+2)  t+2

fiir alle ¢ > 0. Zum anderen ergibt sich aus Bemerkung 6.25 fiir ¢ > 0

E[Y. mz(D)] Bl X mz(F)l+E[ > mz(Fp)]

. IeT i FoeFo\A FoEFoNA
ez = Az B Az
_ 2(Ag, —8t) +8t  2(4t(t+2) —8t) + 8  8(t+1)
B Az B t(t+2) ot +2
und
E[Y me ()] E[ X mz(F)]+E[ > mz(F)
_ Iex _ Fen\A FreFinA
e = A1 B Az
CAm — (At +2e7h) 2t H2t(t4+2)) — (4t +2e7) At +1)
- Az B t(t+2) Cot+2
Dies vervollstandigt den Beweis. Ol

Bemerkung 6.29. Die Mittelwerte aus dem Satz 6.28, die mit dem Symbol x gekenn-
zeichnet sind, lassen sich nicht mit unseren vorgestellten Methoden berechnen. Hier wer-
den andere Techniken notwendig sein, die aber nicht Bestandteil dieser Arbeit sind. Bspuw.
konnen wir mit unseren Mitteln den Wert pur, 7 nicht bestimmen, da in dem Fall keine
regelmdfige Adjazenz vorliegt. Dies liegt an der Tatsache, dass MNW-Mosaike auf S? nicht
seitentreu sind.

Im euklidischen Fall treten die gleichen Probleme auf, die aber in [11] und [12] mit
anderen Methoden behoben wurden.

6.5 Poissonsche Grollkreismosaike auf S2

Im abschlieRenden Abschnitt méchten wir unsere Mittelwerte fiir MNW-Mosaike auf S?
aus Satz 6.26 und 6.27 mit denen fiir Poissonsche Grofkreismosaike auf S? vergleichen.
Um ein Poissonsches Grofikreismosaik auf S? zu definieren, betrachten wir fiir A > 0
einen Poissonschen Punktprozess 7y auf S? mit Intensititsma®l Au,. Fiir weitere Details
verweisen wir lediglich auf [45, Section 6. Unter einem Poissonschen Groftkreismosaik auf
&2 verstehen wir nun die zufillige abgeschlossene Menge

Y& =AU [ (S nub),

UENN
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Abbildung 6.3: Realisierung eines Poissonschen Grofkreismosaiks auf S2.

wobei ut den zu u orthogonalen linearen Unterraum beschreibt. Per Konstruktion bildet
dies ein zufilliges Mosaik auf S2.

Um einen Vergleich zwischen MNW-Mosaike auf S? und Poissonsche Grofkreismosa-
ike auf 8% zu ziehen, haben wir in der Definition von YSIZG()\) den Aquator hinzugefiigt.
Wir bemerken auch, dass Poissonsche Grofikreismosaike auf S? im Gegensatz zu MNW-
Mosaike auf S§? seitentreu sind, d.h., benachbarte Zellen haben als Schnittmenge entweder
eine gemeinsame Ecke oder eine gemeinsame Seite. Wir setzen nun A = ¢ > 0 und schrei-
ben Vpg, Epg und YPG fiir die Menge der Knoten, Kanten und Zellen von YS];G(t). Dazu
bemerken wir, dass Y£%(0) zwei Zellen, keine Knoten und keine Kanten besitzt. In der
obigen Notation erhalten wir folgende Eigenschaften iiber die Mittelwerte von YL (¢).

Lemma 6.30. Firt > 0 ergibt sich

E[ 3 01(6)] —or(1—e' +1), E[ 3 01(80)} = 4r(t+1)

e€fpa CEYPG
und
)\VPG = t(t+2), )\SPG = 2t(t+2), )\YPG = t2+2t+27
m(l—et+1) Am(t+1) 47
lepe = =5y pe ~ 12 L or L 97 Woe = 12 07 1 o
t(t+2) 1242t + 2 2+ 2t + 2

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass ein Poissonsches GroRkreismosaik Y54 (t) bei n Tei-
lungen durch zufillige Grokkreise fast sicher n? + n + 2 Zellen besitzt. Fiir n = 0 ergeben
sich gerade 2 Zellen, welche unsere Startzellen zur Zeit ¢ = 0 charakterisieren. Wir nehmen
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an, dass bisher n Teilungen stattgefunden haben. Falls nun ein weiterer zufélliger Grofskreis
S? teilt, so schneidet dieser jeden vorliegenden Grofkreis, einschlieflich den Aquator, von
Y5O (t) fast sicher zweimal, d.h., es gibt bei n + 1 Teilungen fast sicher

n4n+2+2m+1)=mn+1)>*+n+1)+2

Zellen.

Weil die Anzahl der Teilungen, die wir mit N bezeichnen, Poisson-verteilt mit Para-
meter ¢ ist, lisst sich leicht die Anzahl der erwarteten Zellen von Y£%(¢) bestimmen. Man
erhélt ndmlich, dass

Ay =E[N?*+ N +2] = E[N?] +E[N] +2

= Var(N) +E[NP* + E[N] +2 = >+ 2t + 2.

Ypa

Da weiterhin bei N Teilungen doppelt so viele Kanten wie Knoten entstehen, folgt aus [3],
dass bei N Teilungen N(N + 1) Knoten und 2N (N + 1) Kanten geboren wurden. Dies
liefert
Ape =E[N(N + 1)] = E[N?] + E[N]
=Var(N) + E[N]> + E[N] = * + 2t = t(t + 2),
und
Aepe = 2t(t +2)
fur alle t > 0.
Des Weiteren ergibt sich
E[ 3 01(e)] = 20BN + Lgyzn] = 2n(EIN] + B(N > 1)) = 2n(t +1— ")

e€fpa

und
E[ 3 01(60)} — 2(27E[N + 1]) = 4n(E[N] + 1) = 4n(t + 1)
CEYPG

fir alle t > 0. Mit [3, Section 3| erhalten wir abschliefend

E| & oi(e)

cCEpe } 2r(l—e ' +t) 7w(l—et+1)

e pu— p— p—
tra Aepe 2(t + 2) tt+2)
E{ > 01(80)}
g R _ CG?PG _ 47T(t + 1)
opa Afo 24242
47 47

o TN T B2it2
fiir alle ¢ > 0. O
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